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Yor^^ort. 

Das  vorliegende  Buch  verfolgt  den  Zweck  in  kurzer 
und  übersichtliclier  Weise  die  wichtigsten  Lehrsätze  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen  darzulegen,  und  so  dem 
Anfänger  einen  ersten  Ueberblick  über  diesen  Theil  der 
Funktionentheorie  zu  geben.  Wenn  in  einer  kurzen  Ein- 
leitung die  später  anzuwendenden  Sätze  aus  der  Theorie  der 
Funktionen  einer  komplexen  Variablen  zusammengestellt  wur- 
den, so  geschah  diess  hauptsächlich,  um  einen  bequemen 
Hinweis  auf  dieselben  zu  ermöglichen,  ohne  erst  den  Studiren- 
den  zu  veranlassen,  in  den  einschlägigen  Büchern  des  Langen 
zu  suchen.  Zur  gründlichen  Einführung  in  diese  Theorie 
sei  auf  die  „Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer  kom- 
plexen veränderlichen  Grösse"  von  Dr.  H.  Durege,  sowie  auf 
den  I.  Theil  der  „Theorie  der  elliptischen  Funktionen"  von 
L.  Königsberger  hingewiesen. 

Von  dem  oben  erwähnten  Standpunkte  aus  erscheint  es 
auch  gerechtfertigt,  wenn  in  der  Theorie  der  Integrale  nicht 
auf  allgemeine  Riemann'sche  Flächen  eingegangen  wurde,  son- 
dern nur  für  die  speziell  auftretende  L^rationalität  eine  solche 
konstruirt  worden  ist,  da  wohl  für  den  Anfänger  das  richtige 
Verständniss  doch  nur  an  speziellen  Beispielen  erlangt  wer- 
den kann. 

Als  Anhang  wurde  eine  kleine  Anwendung  der  ent- 
wickelten Theorien  auf  die  Geometrie  algebraischer  Kurven 
gebracht,  damit  dem  Studirenden  Gelegenheit  geboten  werde 
auch  in  dieses  in  neuester  Zeit  so  ausserordentlich  frucht- 
bare Gebiet  der  Geometrie  Einsicht  zu  erlangen. 

In  wiefern  der  angestrebte  Zweck  erreicht  wurde,  sei 
dem  geneigten  Urtheile  der  Fachmänner  überlassen. 

Prag,  im  Oktober  1884. 
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Einleitung. 


Sätze  aus  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen 
veränderlichen  Grösse. 


BoBEK,  eil.  Funktionen. 


1.  Wenn  die  unabliängige  Variable  x  alle  reellen  Werte 
von  —  <x>  bis  -f~  ^^  durchläuft,  so  kann  man  ihren  Wert- 
vorrat bildlich  durch  die  einfach  unendlich  vielen  Punkte 
einer   Geraden    darstellen.     Nehmen    wir    aber   B  =  x  '\-  iy 

(i  =  y —  1)  als  unabhängig  veränderliche  Grösse,  in  welcher 
X  und  y  reelle  Grössen  sind,  so  reichen  wir  mit  der  Darstellung 
dieses  zweifach  unendlichen  Wertvorrates  des  0  nicht  mit  den 
Punkten  einer  Geraden  aus  und  gehen  daher  zu  einem  Ge- 
bilde, welches  zweifach  unendlich  viele  Punkte  enthält,  zur 
Ebene  über.  Legen  wir  in  der  Ebene  ein  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem fest,  so  ist  jeder  Punkt  durch  seine  Koordinaten 
X  und  y  bestimmt;  umgekehrt  bestimmt  jeder  Punkt  ein  x 
und  ein  y.  Durchlaufen  x  und  y  unabhängig  von  einander 
alle  reellen  Zahlen  von  —  00  bis  -|-  c»,  so  werden  die  zuge- 
hörigen Punkte  alle  Punkte  der  Ebene  erschöpfen.  Wir 
ordnen  nun  jedem  Punkte  der  Ebene  mit  den  Koordinaten 
X,  y  den  Wert  0  =  x  ~\-  iy  zu  und  haben  so  das  Wertgebiet 
der  Variablen  0  auf  die  Punkte  der  Ebene  eindeutig  bezogen. 
Wir  wollen  diese  Ebene  kurzweg  die 
^-Ebene  nennen  und  den  Punkt  mit 
den  Koordinaten  (x,  y)  mit  0  be- 
zeichnen. Wird  00  =  Q,  ^00 'X=cp 
gesetzt,  so  ist  (Fig.  1) 

0  =  Q  (cos  (p  -\-  i  sin  cp) , 
wobei 

y 

—  Fig.  1. 


Q  =  yx^  -\-  y\    igip  = 


ist.     Q  heisst   der  Modul  von  0  und  soll  auch  durch  |^|  be- 
zeichnet werden,  g)  die  Amplitude  von  0.     Setzt  man 

g  =  log  (cos  sp  +  i  sin  cp), 


1* 
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SO  ist 


dg 


sin  qo  -j-  ^  cos  qp 


^ 


<^qp  COS  (p  -\-  i  sin  qp 

ig)  -{-  c  =  log  (cos  95  -[-  ^  sin  9))  und  für  (p  =  0  . 
Daher  ist  cos  g)  +  i  sin  cp  =  e^   und  mithin 

Diese  drei  Darstellungen  der  complexen  Grösse 

z  =  X  -\-  iy  =  Q  (cos  (p  -\-  i  sin  9)  =  q&-^ 


c==0. 


X 


werden    im  Folgenden    abwechselnd  gebraucht  werden.     Es 
sei  bemerkt,  dass 


'(9+^)  =  —  e^<p 


e      =  t: 


Die  Addition,    Subtraktion,  Multiplikation  und  Division 
der  komplexen  Grössen  kann,  wenn  man  unter  0  die  Strecke 

'^  OZ  nach  Sinn  und  Richtung 
auffasst,  einfach  durch  die  für 
die  Operationen  mit  solchen 
Strecken  geltenden  Sätze  veran- 
schaulicht werden.     So  ist 

Z=0^+0^=x^  +  x.,,+  i(y^  +  y^\ 

d.  h.  ÖZ_==  Öij^  +  Ö^  oder  die 
Strecke   OZ  ist  die   Schlussseite 

des  Dreieckes,  dessen  Seiten  0^^ 

und  0^2   sind;   also   ist  der  Punkt  Z  der  Eckpunkt  des   Pa- 

rallelogrammes  über  0^^,  0^2- 


Ist 


wobei 


Z'  =  0^—  0^  =  {x^  —  x^)  +  i  (y^  —  2/2)  =  rev 

r  =  yjx^  —  x^y  +  (2/1  -  y^ 
2/1  —2/2 


so   erkennt   man,   dass  r  gleich   der  Länge  der  Strecke  0^0^ 
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Mg.  3. 


und  g)  der  Winkel,   den  die  Strecke  0^0^   mit  der  positiven 
Achse  bildet,  ist.     Also  ist  OZ'  parallel  zu  ^g^^  (Fig.  2). 
Es  folgt 

OZ'  =  0^1  —  0^2  =  0^1  +  0^0, 
was  die  Regel  für  die  Subtraktion  der  Strecken  bedeutet. 

Zur   Ausführung   der  Multiplikation   muss   der  Einheits- 
punkt festgelegt  werden. 
Ist  dann  (Fig.  3) 

so  ist 

Z=  0^0^  =  (>jL^2e*'(9'i+g'2)^ 

d.  h.  Z  hat  die  Amplitude  ^d^  +  (p.^ 

und   den  Radiusvektor  Q^^^  =  P, 

also  ist  Q^'.T  =\\  q^j  d.  h.  die  Dreiecke  (Fig.  3)  Z0^2  ^^^ 

-0^  0 1  sind  ähnlich. 

Für  die  Division  ist 

Z  =  -^  =  —  e^' (Vi -9^2)  =  Pe^(9i-9'2) 

Der  Modul  ist  gleich  dem  Quo- 
tienten der  Modulen  und  die  Am- 
plitude ist  gleich  der  Differenz 
der  Amplituden,  also  gleich  dem 
Winkel  ^g^^i  (^ig-  4);  es  ist  also 

P  =  -^  oder  P :  1  =  ^^  :  ^2? 
d.  h.  das  Dreieck  Z0\  ist  ähn- 
lich   dem    Dreiecke    ^g^^i?    ^^^ 
wieder  die  graphische  Ausführung  der  Division  lehrt. 
Setzen  wir 


Fig.  4. 


z== 


Q^e 


^■^1 


0,  —  z 


Q^e 


^^'Va 


so  wissen  wir,  dass  q^  und  ^2  ^i^  Strecken  0j^  und  J0^  sind, 
1^1  und  ifj^  aber  die  Neigungswinkel  dieser  Strecken  gegen 
die  positive  a;- Achse.  Es  ist  also  ^_^  —  iIj^  der  Winke], 
welchen  die  Strecken  mit  einander  bilden.  Hieraus  erkennt 
man,    dass    im   Falle    der    Quotient      ^  _ —   reell  sein   soll, 


ß  Einleitung. 

^^  —  ^^  =  ocTt  sein  muss,   wo  %  irgend  eine  ganze  Zalil  be- 
bedeutet,   da   dann  — =  ( —  1)''  -^  wird. 

Wenn  aber  tl^^  =  ip2  -\-  %7i  ist^  dann  müssen  die  PunMe 
Sj  0^j  02  ^^^  derselben  Geradelt  liegen,  da  nur  dann  die  Richtung 
Z0j^  und  002  mit  der  a:-Aclise  denselben  Winkel  bilden  oder 
einen  um  180^  verschiedenen. 

Umgekehrt:  Liegen  drei  PunJde  0,  0^,  0^  in  einer  Geraden, 

so    ist    der    Quotient    ""^  _—    der    entsprechenden    Komplexen 

Grössen  reell. 

2,  Nachdem  wir  so  eine  einfache  geometrische  Dar- 
stellung der  complexen  Variablen  0  erhalten  haben,  wollen 
wir    zu    den   Funktionen    dieser  Variablen    übergehen.     Wir 

definiren  fiß)  als  FunMion  von  0,  ivenn  — j^  von  d0  imdb- 

liängig  ist.     Da  nämlich  0  =  x  -{-  iy  ist,  so  wird 

w  =  fiß)  =  fix  +  iy) 

eigentlich  eine  Funktion  der  unabhängigen  Variablen  x  und  y, 

und  es  ist  daher 

die    ^      .    diu    ^  dio    .     dio    dy 

^  - —  dx  -\-  -7^—  dy         ^ \-  — ~- 

diü  ex  ex  öx         cy    dx 

dz  dx  -j-  idy  ^    \_  •   dy        ' 


dx 


also   würde  -7—  von  -v^  d.  h.  von  der  Richtunoj,  in  welcher 

dz  dx  *' 

wir  das  d0  nehmen,  abhängen,   wenn  tv  eine  ganz  beliebige 

dio  dy 

-^—  von  —r- 
dz  dx 


Funktion  von  x  und  y  wäre.     Damit  aber  -3—  von  -^  un- 


77  ..      .         .  dw         .  dio      -,  7  .7 

abhängig  s&i,  muss  -0 —  =  ^  -0 — ,  de727t  dann  wird 


'2/ 
dw  dw  1    diu 


dz  dx  i     dy  ^ 

also  von  dx  soivohl  als  von  dy  unabhängig. 

Ist  umgekehrt  w  eine  FunMion  von  x,  y  und  ist 

diu  1    dw 

dx  i     dy  ' 

so  ist  lü  eine  FunMion  von  0,  d.  h.  es  Jcommt  in  w  das  x  und 
y  nur  in  der  Verbindung  x  -f-  iy  vor,  oder  wenn  ich  0  =  x-{-  iy 
setze  und  ich  führe  in  w  =  fix,  y)    x  =^  0  —  iy  ein,  so  dass 
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icli  w  ==  f{z  —  iy)  =  /*!  (^,  y)  erhalte,  so  darf  /^  y  nicht  mehr 
enthalten.     Diess  ist  aber  leicht  zu  zeigen. 
Es  ist 


dw  =  -ö —  äx  -\-  -ö —  äy  ==  -^ —  [äx  +  ^a2/)• 


Da 

ist,  also 
ferner 


y 

.  dw  dw 

dx  dy 

7  dw    -, 

dw  =  -^ —  dz, 

0  X  ^ 


^^^^  "äT'^^  +  ä^  ^y^ 


da  /i  eine  Funktion  von  ^  und  i/  sein  soll,  daher 

und   da  ^  und  y  unabhängige  Variable  sind,   da  es  x  und  y 
waren,  so  folgt  -^  =  0,   d.  h.  /^   enthält  y  nicht,  ist  also 

Funktion  von  z  allein  und  es  ist  daher 

df^    df^    dw 

dz  dz  dx 

So  ist  w  =  x^  -\-  y"^  -{-  2xyi  keine  Funktion  von  x  -\-  iy. 
Denn  es  ist 

-^  =  2ix  +  iy) 
-~  =  2{y  +  ix) 

also  nicht  gleich  2{y  -\-  ix). 

Hingegen    ist  w  ^=  x^  —  2/^  H"  2ixy  eine   Funktion   von 
X  -{-  iy ,  denn  es  ist 

dw  ^  ,  1       •     \ 


dy 
.diu         j^  /  I     •   \         dw 

in  der  That  ist 
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tv  =  (x  -{-  iyf  =  z^ 
4^  =  2.  =  2(.  +  ^,)  =  |^. 

Die  Bedingung  i  -^ —  ==  -^ —  ist  also  nothwendig  und  hin- 

reichend  dafür,  dass  die  Fmiktion  w  von  x  und  y  eine  FunMion 
von  X  +  iy  ist  Wir  sehen  also,  dass  die  Funktionen  eines 
komplexen  Argumentes  spezielle  Funktionen  zweier  reeller 
Variablen  (x,  y)  sind. 

Ist  nun  w  =  f{ß)  eine  Funktion  der  komplexen  Variablen 
s  =  X  -{-  iy^  so  ist  auch  z  =  cp{iv)  eine  Funktion  der  kom- 
plexen Variablen  w  =  u  -\-  iv,  wo   u   und  v  reelle  Grössen 

sind.    Denn  da  -?—  von  dz  unabhängig  ist,  wohl   aber  dw 

dz 
von  ds  abhängen  muss,  so  ist  auch  -^ —  von  dw  unabhängig, 

d.  h.  z  ist  eine  Funktion  des  komplexen  Argumentes 
IV  =^  u  -\-  iv.  Mit  anderen  Worten:  jede  Funktion  w  von 
2  =  X  -\-  iy  kann  in  die  Form  w  =  u  -\-  iv  gebracht  werden, 
in  der  u  und  v  reelle  Funktionen  von  x  und  y  sind. 

Aus  der  Bedinsfuns;  i  -^ —  ==  ^ —  folfft  nun 

du     ,     .  dv\         du     ,     .  dv 


.  / du     ,     .  dv \         du     .     . 
\ox     '   cxl         oy     ' 
oder 


dy     '   dy 


du   dv         du   dv   *) 

dx  dy  ^      dy  dx 


und  hieraus  folgt 

d^u  j^  d'^u  ^ 

'dö^  "^  'W'  ~^     ' 

d^v     ,     d^v   ^ 

dx^     '     dy'^ 

Von  der  Differentialgleichung  ^-^  -|-  -^— 2-  =  0,  welcher  dei 

V  X         ^y 

reelle  Theil  der  Funktion  w  ==  u  -{-  iv  von  z  =  x  -{-  iy  ge- 
nügt, ausgehend  hat  Riemann,  (1851)  in  seiner  Dissertation, 


*)  Ist  nämlich  P  -\-  iQ  =  0  und  P  und  Q  reell,  so  muss  P  =  0, 
^  =  0  sein,  denn  aus  P  =  iQ  folgt  P^  -f-  ^^  =  0,  was  bei  reellem 
P  und  Q  nur  durch  P  =  0^  ^  =  0  erfüllbar  ist. 

Ist  also  p  -\-  ici  =  p  -\-  ^2',  so  muss  p  =  p  ^  1=^  4.    ^^i'^- 
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die   Grundlagen    einer    allgemeinen  Theorie   der  Funktionen 
einer  komplexen  Variablen  begründet. 

3.  Wenn  man  w  =  f{z)  =  w  +  iv  setzt  und  die  reellen 
Grössen  u^  v  als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  in 
einer  Ebene  w  deutet,  so  wird  jedem  Punkte  s  =^  x  ~\-  iy  der 
^-Ebene  im  Allgemeinen  ein  bestimmter  Punkt  iv=f{s)=ii'^iv 
in  der  ^e;-Ebene  entsprechen.  Die  ^-Ebene  wird  also  durch 
tv  =  f{ß)  auf  die  ^i;-Ebene  in  bestimmter  Weise  abgebildet. 
Wir  wollen  diese  Art  Abbildung  näher  betrachten.  Es  möge 
dem  Punkte  s  der  ^-Ebene  der  Punkt  tv  der  ^t?-Ebene  ver- 
möge w  =  f{£)  =  II  -\-  iv  entsprechen.  Dann  wird  einer 
unendlich  kleinen  Aenderung  des  s  im  Allgemeinen  eine 
unendlich  kleine  Aenderung  des  w  entsprechen,  d.  h.  den 
Punkten  z  s\  die  dem  Punkte  z  unendlich  nahe  sind,  werden 
zwei  Punkte  iv'w''  entsprechen,  die  dem  Punkte  tv  unendlich 
nahe  sind.     Nun  ist 


diu 


IV  —  tu 


lü 


w 


dio 


da    -7—  von  der  Richtung  der  Aenderung  des  s  unabhängig 


dio 


ist.     Ist  nun  -y—  weder  null  noch  unendlich,  so  folgt  aus 


10  —  w 

z  —  z 

10  —  w 
w" —  w 


10 


w 


z  —  z 

z'—z 
z"  —  z 


oder 


wio      .„         zz      .,, 


ww 


zz 


./; 


q— ''^' 


lEbenC'' 


X  Ebene 


Fig.  5. 


wenn   (Fig.   5)    ww  ^   ww\ 

sz,  zz'  die  Strecken  9  und  i/^,  die  Winkel  iv'ivw   res.  z' zz 
sind.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  aber,  dass 


ww 


zz 


(p  =  t, 


low  zz 

ist,   d.  h.   die   unendlich  kleinen   Dreiecke   w" ww    und  z' zz 
sind  einander  ähnlich. 

Die  Abbildung  der  z-Ebene  auf  die  w-Ebene  ist  also  der- 
artig, dass  einzelne  FunJcte  ausgenommen  (in  denen  —j~  null 

Cl  z 
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oder  unendlich  ist)^  Aehnliclikeit  in  den  Meinsten  Theilen 
stattfindet. 

Diese  Art  von  Abbildung  nennt  man  eine  isogonale  und 
wenn  diese  Abbildung  nur  in  einzelnen  Punkten  Ausnahme 
erleidet,  eine  conforme"^). 

4.    Wir  geben  einige  Beispiele  dieser  Art  von  Abbildung. 

Es  sei  tu  =  —'    Dann  werden  den  reellen  Werten  von  s  =  x 

s 

reelle    Werte    von    iv  =  ti  =  —    entsprechen    und    den    rein 

tJC 


-Ebene- 


ro-Ebenc 


rig.  6. 


imaginärenWerten^  =  i2/  werden  rein  imaginäre  w=^iv  = 

y 

zugeordnet  sein.  Deuten  also  die  Buchstaben  an  den  Achsen  die 
positiven  Richtungen  an,  so  werden  vermöge  w  =  —  die  posi- 
tive ^^-Achse  der  positiven  ^-Achse,  aber  die  negative  ^;-Achse 
der  positiven  ^/-Achse  entsprechen.  Ist  Oa^  =  1  und  ^  der 
mit  dieser  Länge  beschriebene  Kreis,  so  ist  ^  =  a  =  e^^  ^  und 
der  entsprechende  Punkt  a  ==  iv  =  e~'^'f  liegt  daher  auf  einem 
Kreise  ^'  vom  Radius  1,  hat  aber  die  negative  Amplitude. 
Bewegt   sich  also  a  in  der  ^-Ebene  von  a^  aus  im  positiven 


*)  Vergleiche  über  diesen  Gegenstand:  Gauss:  A.llgemeine  Lösung 
der  Aufgabe:  die  Theile  einer  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass 
die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich 
■wird.  Schumachers  Astronomische  Abhandlungen  3.  Heft,  Sowie 
gesammelte  Werke  Bd.  IV,  S.  193.  Durege:  Elemente  der  Theorie 
der  Funktionen  einer  komplexen  veränderlichen  Grösse.  Leipzig  1864. 
Holzmüller:  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
schaft.    Lei^Dzig  1882^  u.  a. 
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Dreliungssinne,  cl.  h.  von  der  positiven  rc-Achse  zur  positiven 
y- Achse y  so  wird  der  entsprechende  Punkt  a'  im  negativen 
Sinne  den  Kreis  ^'  durchlaufen. 

Allen  Punkten  der  ^-Ebene,  die  ausserhalb  des  Kreises 
^  liegen,  entsprechen  Punkte  der  «{;-Ebene  innerhalb  ^\  und 
umgekehrt:  Punkten  innerhalb  ^  entsprechen  Punkte  ausser- 
halb ^'.     Denn  ist 

0  =  oe'^,  so  ist  tv  =  —  e~^^ 
und  wenn  (>  >  1,  so  ist  —  <  1 ,  der  Punkt  w  liegt  innerhalb 

^';  ist  ^  <  1,  so  ist  —  >  1,  der  Punkt  tu  liegt  ausserhalb  ^\ 

Es  wird  also  die  ganze  unendliche  ^-Ebene  ausserhalb  ^ 
auf  die  endliche  Kreisfläche  innerhalb  ^  abgebildet  und  dem 
Punkte  ^  =  oo  entspricht  der  Punkt  tv  =  0.  Jeder  Richtung, 
in  der  0  ins  Unendliche  wächst,  entspricht  eine  bestimmte 
Richtung,  in  der  w  sich  der  Null  nähert,  und  je  zwei 
Richtungen  des  'iv  bilden  denselben  Winkel  mit  einander,  wie 
die  entsprechenden  Richtungen  von  0. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  bei  unserer  Deutung  der 
komplexen  Grösse  0  der  Wert  ^  =  00  ein  einziger  bestimmter 
Punkt  ist,  dessen  Umgebung  auf  die  Umgebung  eines  be- 
liebigen Punktes  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet 
werden  kann. 

Wir  setzen  zweitens 

y  -\-  dz  ^ 

wo    cc,  ßy  y,    ö   reelle    oder  komplexe  Konstanten  bedeuten 

sollen.     Wir  untersuchen  vorerst,  ob  —r-  null  oder  unendlich 

^  dz 

werden  kann.     Es  ist 

dio  ßy  —  ad 

~dZ^    (y-f  ^,2)2    ? 

also   kann   — i—  =  0  werden  für  ^  ==  00,  d.  h.  die  Umsebunff 

dz  ?  ö  & 

des  Punktes  z  =  00  könnte  möglicher  Weise  nicht  in  den 
kleinsten    Theilen    ähnlich    auf   die   Umgebung    des   Punktes 

w  =  ^  y  welcher  ^  =  00   entspricht,  abgebildet  werden. 
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Wir  setzen  z  = — ,    dann    wissen    wir,    dass    die    Um- 

gebung  von  ^  =  00  isogonal  auf  die  Umgebung  von  /  =  0 
abgebildet  wird.  Können  wir  nun  zeigen,  dass  die  Um- 
gebung von  ^'  ==  0  auf  die  Umgebung  w  =  ^  vß.  den 
kleinsten  Theilen  äbnlich  abgebildet  wird,  so  wird  auch  die 
Umgebung  von  ^  =  00   auf  die  Umgebung  von  iv  =  -—  in 

den  kleinsten  Tbeilen  ähnlich  abgebildet. 
Nun  ist  aber 

a  -\-  i^z    as'  -\-  ß  1 

also 

dw  (ßy  —  ad) 


dz'  {yz   —  d) 

und  -j—r  für  0' ==  0  endlich,   daher   die  Abbildung  der   Um- 

dz  '  ° 

gebung  von  /  =  0  auf  tv  =  ~  in  den  kleinsten  Theilen 
ähnlich. 

Es  wird  ferner  -^—  =  c3o    für   0  = ^ ,    also    könnte 

dz  d  ' 

die  Abbildung  der  Umgebung   des  Punktes   0  = ^    eine 

Ausnahme  erleiden.  Da  aber  dieser  Punkt  zum  entsprechen- 
den hat  w  =  00,  so  führen  wir  wieder  w  =  — r  ein  und 
ersehen,  dass  für 

für  welches 

dw 

dz    ^  {a  -\-  ßzy 

für     0  = ^    endlich    ist,    die    Umgebung    des    Punktes 

0  = ~    auf    die    Umgebung   w'  =  0    in    den    kleinsten 

Theilen  ähnlich  abgebildet  wird,  d.  h.  dass  auch  die  Um- 
gebuDg  von  0  = ^  auf  die  Umgebung  von  w  =  00  iso- 
gonal abgebildet  ist. 


1 

Y  -{-  dz 

w 

ci-i-  ßz  ' 

Cid  —  ßy 

Einleitung. 
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Die  lineare  FimMion  tv  =  "  ,    f "  hildet  daher  die  s-Ehene 

y  -^  oz 

ausnahmslos  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  die  w-Ehene  ab. 
Da  aus 

a  +  ßg 


W 


y  -{-  dz 
a  —  yw 


—  ß  -\-  8w 

folgt,  SO  ergiebt  sich,  dass  auch  die  i(;-Ebeiie  auf  die  0-Ebene 
ausnahmslos  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet 
wird  durch  die  Funktion 

a  '\-  ßz 


W  = 


y  ^  8z 


Um  die  Art  dieser  Abbildung  näher  zu  betrachten,  sollen 
den  Punkten  ^j,  ^2?  ^3  ^i®  Punkte  w-^^w^^  w^  entsprechen.  Diese 
Festsetzung  können  wir  in  beliebiger  Weise  machen,  da  durch 
sie  die  drei  willkürlichen  Konstanten  a\  ^  \  y  \  8  festgelegt 
sind.     Es  ist  nämlich 

8wz  -\-  yw  —  /3^  —  «  =  0, 
also  für  entsprechende  Punkte 

8w-^z^  +  y^i  —  /^^i  —  c^  =  0 
8w^z^  +  yw^  —  /3^2  —  a  =  0 
^'^A  +  y^z  —  /^%  —  o:  =  0. 
Eliminirt  man  aus  diesen   vier  Gleichungen    d,  y^  —  j3 
—  a,  so  erhält  man  in 


WZ 


tv 


z 


7      "    7 

W2  ^2  ;     ^2  7      ^2  ; 
W^0a.     W^,     0. 


=  0 


^3 '"3?      '^3)     -^3? 

die  lineare  Relation,  welche  zwischen  je  zwei  entsprechenden 
Punkten  w,  0  stattfindet.  Durch  eine  einfache  Reduktion 
kann  man  derselben  die  Form  geben: 


Z  —  Z2 

W    —    Zü.2 

Z  —  Zq 

IV  —  w^ 

01    —   ^2 

W^    'M^2 

^3     Wj_    —  W3 


Z  —  Zo 


W-, 


IVo 


—  z^ 


IV  —  Wo 


W,    —  Wo 


z^  —  ^3     w  —  w^ 


oder 
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w 


w^ 
w^ 


w. 


w. 


10.    —  IVo 


Z  —  0, 


Bezeiclinet  man  den  Quotienten 


Z  —  Zc,     Z\ 


«2 


als  ,^I)oppel~ 


z  —  ^3    Z^        z^ 

Verhältnis'^  der  vier  Punkte  ^,  ^^^  ^2?  ^3*)?  "^o  s^g^  ^i®  obige 
Gleicliung  aus,  dass  durch  die  lineare  Beziehung  der  0-Ehene 
auf  die  tv-Ehene  das  JDappelverhältnis  ungeändert  hleiht 

Wenn  man  in  f(0)  für  0  den  Ausdruck  w  =  — T  \.    einsetzt, 

'  ^  ^  y  -]-  o  Z  ' 

SO  sagt  man,  man  habe  z  linear  suhstituirt^  und  daher:  „Das 
Doppelverhältnis  von  vier  FunJcten  wird  durch  lineare  Substitu- 
tion nicht  geändert'^ 

Sind  Z-^,  Z2,  z^  festgelegt,  denen  tv^^,  w^,  %  entsprechen 
sollen,  so  giebt  uns  obige  Gleichung  den  Punkt  w,  welcher 
dem  Punkte  z  entspricht. 

Wir  drücken  das  Doppelverhältnis  durch  die  Modulen 
und  die  Amplitude  aus.     Es  ist 


ZoZ 


*1  Zo 


=  fÄfl-picp.^ 


Zo  Z-, 


wobei  cp  und  9?-^  die  Winkel  z^zz^  und  ^3 ^1^2 
im  Sinne  der  Pfeile  (Fig.  7)  genommen  sind, 
also  demselben  Sinne  nach.  Es  ist  also, 
wenn  analog  für 

^  W^WiV2  =  i^f       ^  WqW2Wj^  =  -J^i 

gesetzt  wird, 


Wo  w 


Wo  tu 


L^  ßi{Tp  —  i^'i)  =  Af.   ^3^1    ßi{(p—(pi) 


W^  W       W2  tv^ 


Zo  ^      ^2  ^\ 


Setzen  wir  nun  voraus,  dafs  die  vier  Punkte  z,  z^j  z^,  z^ 
auf  einem  Kreise  liegen,  so  wird  (p  =  g^i,  d.  h.  das  Doppel- 
=  r,    wo   r    eine    reelle   Grösse    ist.     üm- 


verhältnis 


z  —  z. 


gekehrt:  ist  das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  reell,  so 
liegen  diese  auf  einem  Kreise.  Daher  liegen  die  vier  Punkte 
w^w^y  W2J  Wgj  welche  den  vier  Punkten  z,  z^,  Z2,  %  eines  Kreises 
entsprechen,  selbst  auf  einem  Kreise,  wie  auch  daraus  folgt, 
dass  aus  cp  =  (p^  auch  ip  =  ip^  sich  ergiebt. 

*)  Möbius,   Crelle'scbes  Journal  Bd.  IV.  S.  101  u.  ff.  —  Wede- 
kind, Math.  Anoal.  Bd.  IX.  S.  209. 
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Durchläuft  der  PunJct  s  den  Kreis  ^,  welcher  durch  die 
drei  Funkte  s^,  s^,  %  bestimmt  ist,  so  durchläuft  tv  den  Kreis 
^',  tvelcher  durch  die  drei  Punlde  tv^,  iv^,  w^  gelegt  ist.  Es 
könnte  hierbei  eintreten^  dafs  w  für  einen  speziellen  Wert 
von  z  unendlicli  würde,  was  aus 

y  -\-  dz  8 

folgt.     Dann  ist  aber 

/W--W^  ^  lü,   —  IV^\  ^  %ü^  —  tv^  ^  ^^^jj 

\lü  —  «üg       Wj^   —  lÜ2/w  =  <x,  10\   —  IV^  ' 

d.  h.  die  Punkte  ^v^^,  W2,  %  liegen  auf  einer  Geraden.  Da  nun 


^ü■,  —  lü. 

— =  r 

ic\  —  tv^ 

und 

W  —  iüo      w,   —  w 


W     Zug  IV^      W^ 

für  alle  Lagen  von  iv  ist,  so  ist 


'  =r 


w  —  w^         r 

—  j 


w  —  w^ 

d.  h.  der  Punkt  iv  liegt  mit  tv^w^  immer  auf  einer  Geraden, 
auf  welcher  auch  w^  liegt. 

Mit  anderen  Worten:     Den  Kreisen  der  0-Ehene,  tvelche 

durch  den  Punlct  ^  =  —  ^  gehen,  entsprechen  in  der  w-Ehene 
Gerade. 

Umgekehrt   entsprechen    den   Geraden   der  ^-Ebene,  für 

die  ia sowohl  als  ~ reell  ist,  also  auch 


z  - 
z  - 

^                                                  Z      - 

— -  sowohl  als  -^— 

''    reell 

-  h 

Z                    ^c>             Z-*                      Zn 

W  —  lü^ 

W,      tüo 


W    Wo         W,     tVn 


reell  wird,  in  der  ^f-Ebene  Kreise,  welche  alle  durch  den 
Punkt  gehen,  der  dem  Punkte  ^  =  00  entspricht,  d.  h.  durch 
den  Punkt 

^a  +  ßz\  ß 


\y  +  dzjz^ 


IV  ....  ^ 


Allen   Kreisen   und  Geraden   der  ^-Ebene   werden   auch 
Kreise  der  ^-Ebene  entsprechen,  und  den  Kreisen,  welche  durch 

den  Punkt  ^  ==  -^  gehen,  entsprechen  Gerade  in  der  ^-Ebene. 
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Den  Geraden  der  ^t;- Ebene,  welche  durch  den  Punkt 
w  =  ^  gehen,  entsprechen  Gerade  der  ^-Ebene,  welche  durch 

den  Punkt  0  =  —  ^  gehen.    Biese  zwei  Büschel  von  Geraden 

sind  die  einzigen  einander  entsprechenden  Geraden  in  der  Ver- 
wandtschaft der  heiden  Ebenen. 

Die  Beziehung,  in  der  die  Ebenen  stehen,  neunt  man  die 
Mobius'sche  Kreisverwandtschaft. 

In  IV  =  — j— ^  haben  wir  eine  Funktion  von  0  kennen 

y  -{-  dz 

gelernt,  welche  die  ^-Ebene  ausnahmslos  so  auf  die  w-^heiie 
abbildet,  dass  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  statt- 
findet. 

Dass    eine   derartige  Abbildung  mittels   einer  Funktion, 

n  Ol) 

für  welche  -^  in  einem  Punkte  null  oder  unendlich  wird, 
nicht  notwendig  stattfindet,  zeigen  wir  mittels  der  Funktion 

tv  =  yi  —  z  =  (1  —  zf, 

in  dem  wir  festsetzen,  dafs  w  =  1  für  ^  =  0  ist  und  dass 
von  z  =  0  an  z  stetig  fortgesetzt  wird,  wodurch  auch  tv 
stetig  sich  ändert. 

Nennen  wir  alle  Punlcte  z,  welche  innerhalb  eines  Kreises 
liegen,  der  mit  dem  Radius  q  um  den  FunM  a  geschlagen  wird,  die 
Umgebung  des  PunMes  a,  so  können  wir  sagen:  Die  Um- 
gebung des  Punktes  z  =  0  wird  auf  die  Umgebung  des 
Punktes  tv  =  1  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  abgebildet, 
so  lange  ^  <  1  ist.     Denn  für  ^  <  1  ist 

dw  1        1 

stets  endlich,  da 

\z\  =  \Qe'p\  =  ^  <  1 

ist.     Für  z  =  1  sehen  wir,  wird  -r- =  c»,  also  ist  ^=  1  ge- 

^  dz  ^  ° 

rade  ein  Ausnahmspunkt,   den  wir  näher  betrachten  wollen. 
Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke 

also 


4 


w  =  Q^  e 
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Entspricht  nun  dem  Punkte  g)  =  0,  ^^  =  1  —  q  der  Punkt 
w-i^  =  Q^,    SO    wird    dem    Punkte   0q  =  1  —  Q&'f    der    Punkt 


so 


Wq  =  Q^  e  ^  entspreclien,  d.  h. 
der  Winkel  tu^Oiv^,  Fig.  8,  den 
die  Riclitungen  Otv^  und  0% 
in  der  ^(;-Ebene  bilden,  ist  nur 
halb  so  grofs,  als  der  Winkel, 

den  die  Richtungen  1 0^  und  1  Zq 
mit  einander  in  der  ^'-Ebene 
bilden.  Hieraus  folgt  bereits, 
dass  die  Umgebung  des  Punktes 
0=1  nicht  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  auf  die  Um- 
gebung des  Punktes  tu  =  0 
abgebildet  wird,  sondern  dass  zwei  Richtungen,  die  von  0=1 
ausgehend  einen  Winkel  (p  mit  einander  bilden,  in  der  tv-'Ehene 
zwei  Richtungen  von  w  =  0  ausgehend  entsprechen,   welche 

miteinander  den  Winkel  -|  bilden.    Wenn  0  nach  einem  Um- 

lauf  nach  0^  zurückkehrt,  also  g)  =  2jr  ist,  wird 


w  ^'beJiey 


Fig.  8. 


-^pi  ^ 


IV  =  Q^e 


qK 


so  ist  w^  nicht  in  seinen  Anfangswert  zurückgekehrt,  sondern 
in  tV2,  und  erst  wenn  0  noch  einen  Umlauf  macht,  (p  =  4:7t 
wird,  so  wird  tv  =  q'^  =  tü-^  seinen  Anfangswert  erlangen.  Es 
ist  also  gleichsam  die  doppelte  Umgebung  des  Punktes  0=1 
auf  die  einfache  Umgebung  des  Punktes  iü  =  0  abgebildet. 
Es  werden  jedem  Punkte  0q  zwei  Punkte  iVq,  iÜQ  entsprechen, 
die,  wie  man  sieht,  diametral  gegenüber  liegen  in  Bezug  auf 
tv  =  0. 

Die  Funktion 

für  welche 

dw 
dz 


-v/l-^ 


für  0=1  verschwindet,   verhält   sich  in  der  Umgebung  des 
Punktes  0=1  analog,  nur  dass  für 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  2 
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3cp 

0  =  1  —  Qe'^P ,      w  =  Q^^e  ^ 

ist,  also  zwei  RichtungeD,  die  von  ^  =  1  ausgehend  den  Winkel 
<p  mit  einander  bilden,  in  der  w-^hene  zwei  Richtungen  von 

3  CD 

w  =  0   ausgehend    entsprechen,    welche    den   Winkel  —  mit 

einander  bilden.    Dem  Punkte  s^  für  den  (p  =  0,  2%,  Ajt  ist, 
werden  die  Punkte 

W^  =  Q'^ ,       W^ 


und 


3.     i^Tt 


w^  =  Q'^e 


iß  7t 


entsprechen. 

5.  Ist  w  ==  f{z)  eine  bestimmte  Funktion  von  ^,  so  dass 

-^—  von  z  unabhängig   ist   und   z^   ein  Wert  von  ^,  für   den 

dw 
dz 


weder  null  noch  unendlich  ist,  so  wird  w^  =  fi^o)  einen 


derartigen  Wert  besitzen,   dass   die  Umgebung  von  0q,  die 
wir   so   wählen,   dass  Jceiner  der  Punkte;,  für  den  -j^  ==  {^ 

et  li 

wird,  in  dieselbe  hineinfällt,  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich 

auf    die    Umgebung    des    Punktes    w^    durch    die    Funktion 

w  =  f{/)  abgebildet  wird.  Lassen  wir 
Q,  0  durch  stetige  Aenderung  von  0^  nach 
^^  übergehen  (Fig.  9),  ohne  dass  der 
Weg  0Qt0^  aus  der  vorhin  bestimmten 
Umgebung  hinaustritt,  so  wird  w^^  zu 
einem  Werte  iv-^^  gelangen ;  es  fragt  sich, 
ob,  wenn  wir  einen  anderen  Weg  ^oS'^i 
wählen,  w^  wieder  den  Wert  lu^  erreicht. 
Betrachten  wir  zunächst  zwei  Wege 
des  0j  welche  unendlich  nahe  aneinander 

fortlaufen,     ^o^^i   ^^^   0Qf' 0^. 

Ist   dann   tf   ein  Element  des  ersten  Weges  und  t''  der 

t  benachbarte  Punkt    auf  0Qt" 0-^,   so   wird 

m')  -  m  _  fit")  -  m  _  ^f.^ 
t'  -t    ~    t"  - 1       ^w 

von  {t'  —  t)  oder  {t"  —  t)  unabhängig  sein,  also  ist 

fit')  -  f(t)  =  {f  -i)  <p  (t) 
f{t")-f{t)  =  (t"  -t)<p{t), 


Pig.  9. 
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daher  auch 

fit')  -  fit")  =  (f  -  t")  <p  (0, 

d.  li.  da  {f  —  t")  unendlich  klein  ist^  so  sind  fif)  von  fit") 
in  allen  Punkten  der  beiden  Wege^  die  einander  benachbart 
liegen,   unendlich   wenig   verschieden,   aber   nicht   gleich,   da 

ja  (p{t)  nicht  {qq  sein  kann.  Im  Punkte  s^  müssen  also 
die  Werte  der  beiden  Funktionen  übereinstimmen,  weil  t'  mit 
t''  zusammenfällt,  oder:  auf  den  benachbarten  Wegen  ^^ts^ 
und  ^o^'^i  erlangt  iv  denselben  Wert  %.  Da  nun  inner- 
halb der  betrachteten  Fläche  51,  die  wir  als  Umgebung  des 

Punktes  Sr,   auffassten,   ^—   nicht    unendlich    und    nicht    null 

^  ^    dz 

werden  kann,  so  wird  durch  stetige  Abänderung  des  Weges 
.z^t" z^  in  ^o3'%  überführt  werden  können,  ohne  dass  ein  Punkt 

überschritten  wird,  für   den   -y^- =  {oo   ist,   und  da  dann  w 

et  z 

in  ^1  immer  den  Wert  w^  annimmt,  so  ersehen  wir,  dass  iv, 
unabhängig  von  der  durchlaufenen  Wertereihe  des  s,  in  z^ 
den  Wert  iv-^  annimmt. 

Man  sagt  in  diesem  Falle  iv  ist  eine  eindeutige  FunJction 
von  z  innerhalb  51  zum  Unterschiede  davon,  wenn  w  andere 
Werte  annimmt,  sobald  z  von  Zq  nach  z^  verschiedene  Wege 
beschreibt;  w  heisst  dann  eine  mehrdeutige  FunJction  von  z. 

So  ist  w  =  (z  —  ay,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  eine 
eindeutige  Funktion  in  der  ganzen  Ebene.  Jedenfalls  ist  sie 
eindeutig,  wenn  z  von  a  oder  oo  verschieden  ist.  Für  die 
Umgebung  des  Punktes  a  setze  man 

z  —  a  =  Qe^'P,         w  =  Q^'e^'P^'j 

woraus  ersichtlich,  dass,  wenn  cp  sich  um  2%  ändert,  z  also 
einen  geschlossenen  Weg  um  a  beschreibt, 

wieder  seinen  ursprünglichen  Wert  an- 
nimmt. Hieraus  folgt  dann  ohne  weiters, 
dass  w  für  einen  Wert  z  unabhängig  von 
der  Wertereihe,  welche  z  durchläuft  um 
zu  Zj^  zu  gelangen  immer  denselben  Wert  annimmt.  Ist 
in  der  Umgebung  des  Punktes  oo,  so  setze  man 

2* 


Fis.  10. 
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w  =  (—  —  a]  =  —  (1  —  a^'Y, 


1 

z  ' 

10                      (1 

1 

-azT' 

woraus  ersichtlich,  dass  —   eine  •  eindeutisje   Funktion  von  / 

ist  in  der  Umgebung  von  /  =  0  und  also  auch  eine  ein- 
deutige Funktion  von  z  in  der  Umgebung  von  ^  =  cx),  und 
mithin  ist  auch  w  eine  eindeutige  Funktion  von  ^  in  der  Um- 
gebung von  s  =  oo. 

n 

Die  Funktion  w  =  {ß  —  d)^,  wo  n  und  p  relativ  prim 
sind  und  p  nicht  gleich  1  ist^  ist  eine  vieldeutige  Funktion  in 
der  Umgebung  des  Punktes  0  =  a  und  ^  =  oo.  Denn  setzt  man 

so  wird 

w  =  Qi'  e  P  . 

Da  nun  e  ^  nicht  =  1  ist^  so  wird^  wenn  ß  einen  ge- 
schlossenen Weg  um  den  Punkt  a  beschreibt,  (p  also  um  2% 
wächst,  IV  nicht  seinen  ursprünglichen  Wert  erlangen. 

Die  Werte  von  w  werden  also  von  den  Wegen,  welche 

z  beschreibt,  abhängen.  Hieraus  ersieht  mau,  dass  iv  =  {ß  —  <x)" 

i_ 
wohl  eine  eindeutige  Funktion  von  2  ist,  aber  dass  8  —  a  =  w^ 
nicht  eine  eindeutige  Funktion  von  iv  ist.  [Siehe  das  Bei- 
spiel sub  4,  S.  16.] 

6.    Wir  verstehen  unter 

d  W 
diejenige  Funktion  von  ^,  für  welche  ^—  =  f(0)  ist.    Es  fragt 

et  Aj 

sich,  unter  welchen  Umständen  wird  TT  von  dem  Inte- 
grationswege abhängen.  Nach  Vorhergehendem  ist 
ersichtlich,  dass  zwei  Wege,  die  von  b^  nach  s  führen, 
und  die  keinen  der  Punkte  einschliessen,  für  welche 

f{£)  =  {^  wird,  denselben  Wert  des  Integrals  liefern. 
Bezeichnen  wir  mit   Wiz^id)  das  Integral,   ge- 
Fig.  11.    nommen  längs  z^tz  (Fig.  11),  so  wird  also 
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Da  nun    W^z^t' s)  =  —  W{st' z^  ist,   da  s  dieselben  Werte 
in  umgekehrter  Reihenfolge  durchläuft,  so  folgt 

oder 

w{z^tsrz^)  =  o, 

d.  h.  das  Integral  Jf  iß)  dz  genommen  längs  eines  geschlossenen 
Weges,    luelcher   heinen   PmiM   einschliesst ,   für   den 
f  {z)  ■■=  {oo  ist,  ist  gleich  Null. 

Dieser   Satz    ist    auch    folgendermassen    klar: 
Ist  Fig.  10  a  Zq    ein  unendlich  naher  Punkt  von  z^, 
so  ist,  da  der  Weg  z^tgf  Sq    in  den  Weg  s^z^    ohne 
Überschreitung  eines  Ausnahmepunktes  transformir-    Fig.  loa. 
bar  ist,    Wiz^tz^z^)  =  Wiz^s^)-^  rückt  Zq    nach  ^q,   so  wird 
W{3qZq)  =  0  und  daher 

W{0^t0t'0^)  =  0. 

7.  Es  sei  nun  fiß)  eine  eindeutige  Funktion  innerhalb  der 
Umgebung  des  Punktes  0  =  a  oder 
innerhalb  der  Kontur  31  (Fig.  12  a),  5l 
die  aus  einem  einzigen  Zuge  be- 
steht, damit  jede  geschlossene  Linie, 
welche  51  nicht  überschneidet,  sich 
auf  einen  Punkt  innerhalb  51  zu- 
sammenziehen lasse,  und  es  wäre 
h  ein  Ausnahmspunkt,  für  den 

r(&)={So 

ist.  Dann  braucht  W(at0fa)  nicht 
null  zu  sein.  Ist  a'  ein  in  der  Nähe 
von  a  (Fig.  12b)  gelegener  Punkt, 
so  wird  jedenfalls 

W(af0j^tapqra)  =  0, 
wenn  die  Wege 

at' 0^ta'  und  arqpa 

keinen  weiteren  Ausnahmspunkt  ein- 
schliessen,  was  wir  voraussetzen  wollen. 


Fig.  12  a. 


Fig.  12  b. 
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Daher  ist: 
W(af0;)  +  W(0ja)  +  TF(a»  +  W(pqr)  +  W(ra)  =  0. 
Lassen  wir  also  also  a  mit  a'  zusammenfallen,  so  wird 

W{ar^i)  +  W{^Jd)  +  W{ap)  +  W{pq_r)  +  W{ra)  =  0. 
Da  nun  r  und  p  einander  unendlich  nahe  rücken  und  schliess- 
lich zusammenfallen  sollen,  f(0)  eine  eindeutige  Funktion  von 
0  ist,  also    in  p    denselben  Wert   annimmt,    nachdem   0  den 
Weg  j9grj9  beschrieben  hat  als  vordem,  so  wird 
W(ap)  =  —  W(pa)  ==  —  W(^ra), 
wenn  r  mit  p  zusammenfällt.    Also  ist 

W(ar0,)  +  W(0,ta)  +  W(pqrp)  =  0. 

W(pqrp)  heisst  das  geschlossene  Integral  um  den  Punkt  h 
herum,  und  obige  Gleichung  sagt  in  der  Form 

W(at0^fa)  =  W(jpqrp) 

aus:  Das  gescJilossene  Integral  um  einen  FunM  h  herum  ist  un- 
abhängig von  dem  Wege,  welcher  b  umgiebty  so  lange  dieser 
Jceinen  weiteren  ÄusnahmspunM  umschliesst. 

Aus  der  ersten  Form  der  Gleichung  ist  ersichtlich,  dass 
W(at'0,)  -  W{at0,)  =  —  W(pqrp) 
ist,  dass  also  die  Integrale,  von  a  nach  ^^  genommen,  längs 
zweier    Wege,    die    zusammengenommen    den    Punkt    b    um- 
schliessen,  nur  dann  gleichen  Wert  besitzen,  wenn 

W(pqrp)  =  0 

ist.  Wir  wollen  das  geschlossene  Integral,  um  den  Punkt  h 
derartig  genommen,  dass  der  Punkt  b  linhs  von  der  Rich- 
tung des  Integrationsweges  bleibt,  mit 

b 

bezeichnen  und  erhalten  also 

Jf{i)d0  —ffl0)d0  =ff{0)d0, 

wenn  /"(^)  eine  eindeutige  Funktion  ist  und  die  Integrations- 
wege at0^,  at' 0^  nur  den  Ausnahmspunkt  b  umschliessen, 
ohne  die  Kontur  von  %  zu  überschreiten,  b  muss  von  at0y^ 
links  liegen. 
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Jf{2)dz  ist  von  dem  Integrationswege,   der   h  umgiebt, 

b 

unabhängig.     Wir    setzen   also   diesen   als  kleinen  Kreis  um 
h  herum  mit  dem  Radius  q  voraus  und  wenn 

gesetzt  wird,  so  ändert  sich  nur  q)  von  0  bis  Qit,  also  ist 

Es  sei  nun  f(h)  =  0,  dann  wird,  wenn  q  klein  ist, 

i  f(h  +  Qe'^P)  I  =  s 

sein,  wo  e  für  9  =  0  null  wird.     Nun  ist 

f(h  +  Qe'^P)  =  se'^, 

wo  ip  eine  gewisse  reelle  Funktion  von  (p  und  q  ist,  also  wird 

27t  271 

Jf(0)d0^=iQj£e''^'^+v^dq)==iQjs  (cos  (9?  +  ^^  +  i  sin  {(p  +  ^)  dq}, 
!>  0  0 

nun  hat  das  Integral  jedenfalls  einen  endlichen  Wert,  da  der 
Integrand  nicht  unendlich  werden  kann,  also  ist,  wenn  q  sich 
der  Null  nähert,  der  Wert  des  Integrales  unendlich  klein,  und 
da  dieser  Wert  unabhängig  ist  von  der  Form  des  Integra- 
tionsweges, so  ist 

Jf{0)d0=^O, 

b 

sobald  f(h)  =  0  ist.  Würde  aber  f(h)  =  oo  werden,  so  ist 
nicht  mehr 

ff(P  +  ^e''P)e'Vd(p 

nothwendig  endlich  und 

iQjfih  +  Qe'V)e''Pdg) 

nicht  nothwendig  null. 

Ist  also  f{0)   eine  eindeutige  Funktion   von   0  innerhalb 

der  einfachen  Kontur  51,  so  ist  ff(0)  unabhängig  vom  Inte- 

grationswege,  sobald  f(z)  nicht  00  wird  innerhalb  5t. 
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Fig.  13. 


8.  Es  werde  nun  f{p)  in  den  Punkten  \,h2,hg, .  .  .hn  un- 
endlich, sei  aber  innerhalb  ^  ein- 
deutig und  sonst  nirgends  mehr  un- 
endlich. Wir  umgeben  die  Punkte 
\  1)^,1)2,1)^,  ...hn  (Fig.  13)  mittels  einer 
Linie  W^  welche  ganz  innerhalb  51 
verläuft  und  zwar  so,  dass  zwi- 
schen W  und  %  keiner  der  Punkte 
h^,  ^2;  ^3; . .  'hl  liegt.  Wir  wählen  fer- 
ner die  Punkte  m^  m^ ;  m^ m^... mnmn, 
so  dass  nih  und  m/  nahe  beieinan- 
der liegen  und  ziehen  von  mk  eine 
Linie  nihhmh,  welche  nur  den  Punkt  h^  umgiebt  und  in  m/ 
endet,  ohne  dass  diese  Linie  eine  andere  derartige  schneidet. 
Dann  lässt  sich  der  Linienzug 

mjj^m^ m^b^m.^  m^\m^  .  .  .  mj)nmnm-^ 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen,  ohne  dass  einer  der  Punkte 
h^  .  .  .hn  überschritten  wird,  also  ist 

W{m-J)-^m^ m^b^m^  .  . .  mnbnmnm^  =  0 
oder 

H W{mnbnmr[)  +  W(mnm^)  =  0. 

Da  nun 

W{mhmh)  +  W{mhmh)  =  0 

ist,  so  folgt,  dass  auch 

+  .  .  .  W{mnbnmnm^  +  W{mnm^  =  0 
ist.     Es  ist  aber 

W{m^m^m^  +  W{m2m^  m^  +  •  •  •  W{mnm^  =  W(W) 
und 

da    das    Integral    linker  Hand    so    genommen    ist,    dass    der 
Punkt  hh  rechts  vom  Integrationswege  liegt.     Also  ist 

W(^')  —Jf{d)ds  —jMdz Sfl^)äz  =  0. 
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Beachtet  man  nun,  dass  das  Integral  längs  51'  genommen 
gleich  ist  dem  Integral  längs  51  genommen^  da  %'  und  51  in 
einander  überführbar  sind  ohne  üeberschreitung  eines  Un- 
stetigkeitspunktes,  so  ergibt  sich 

n 

^  '  h 

wo  die  Integrale  in  der  Richtung  zu  nehmen  sind,  dass  die 
Unstetigkeitspunkte  links  liegen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  51  durch  keinen  der  Un- 
stetigkeitspunkte gehen  darf,  und  dass  innerhalb  5t  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  solchen  Unstetigkeitspunkten  liegen 
dürfen,  damit  obiges  Raisonnement  ohne  Abänderung  giltig 
bleibt. 

9.  Von  dem  eben  abgeleiteten  Satze  wollen  wir  eine 
Anwendung  machen. 

Es  sei  F(d)  eine  eindeutige  Funktion  von  z,  welche  für 
s  =  a  den  endlichen  Wert  F{a)  annimmt 
und  welche  innerhalb  des  mit  H  um  a 
geschlagenen  Kreises  ^  (Fig.  14)  nicht  un- 
endlich wird.  Es  sei  t  ein  beliebiger 
innerhalb  ^  gelegener  Punkt,  dann  wird 

Fig.  14.  '  ^   ^  Z   —  t 

nur  für  B  =  t  unendlich  und  es  ist  daher 

rF{z)dz  __    rF{z)ds 
J    z-t    ~J     z-t    ' 

Im  zweiten  Integral  ist  F{t)  der  Voraussetzung  nach  eine 
endliche  Grösse,  also  ist,  wenn  s  —  t  =  q&^  gesetzt  wird, 
für  kleine  Werte  von  q 

F{ß)  =  F{t  +  Qe'i>)  =  F{t)  +  B, 
WO  £  mit  Q  gleichzeitig  null  wird,  also  ist,  da 

dz 


ist, 


=  i  dcp 

27t  27r 


7  0  0 


2ß  Einleitung, 

und  mithin: 


m=^jm' 


d.  h.  der  Wert  der  eindeutigen  Funktion  F  in  einem  Punkte 
innerhalb  ^  lässt  sich  ausdrücken  durch  ein  Integral  genom- 
men längs  der  Linie  ^.  Diese  darf  selbstverständlich  durch 
keinen  Punkt  gehen,  für  den  jP(^)  =  <x>  wird,  ist  im  Uebrigen 
höchst  willkürlich,  da  das  Integral  vom  Integrationswege  un- 
abhängig bleibt,  so  lange  kein  Unstetigkeitspunkt  über- 
schritten wird. 

Wir  transformiren  das  Integral.    Da  0  auf  R  liegt,  so  ist 
\  0  —  aj>|^  —  t^l, 

setzt  man  daher 

t  —  «  •,„ 

z  —  a         ^       ^ 
so  ist  ^  <  1. 

Da  nun 

^  +  Q  +  q'  +  '--  +  9^^  ' 


1-Q 

ist,  so  folgt  für  n  =  00^  ^  <  1 

Da  diese  Reihe  convergirt,  so  convergirt  auch  die  Reihe 
B^  =  1  -\-  Q  cos  g)  -{-  Q^  cos  2q)  -\-  q^  cos  09?  +  *  *  ' 

und 

1^2  ==  ^  sin  9?  -f"  Q^  sin  2cp  +  (>^  sin  89  -|-  •  •  •, 

mithin  hat  auch 

einen  unendlichen  Wert,  den  man  ohne  weiteres  als 

1 

T-  Qe^'P 
erkennt. 

Daher  ist 


1  + 1::^  I   (L:^Y  4-  r^-=^V  4-  . 

'    z  —  a         \z  —  aj    ^^  \z  —  aj      "^ 


t  —  a        z  —  t 


oder 
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1      j_     t  —  a       ,     {t  —  af    , 


2  —  t        z  —  a    '    {z  —  aY    '    {z  —  aY 
und  da  F{/)  für  die  in  Betracht  zu  ziehenden  Werte  ^  end- 
lich ist, 


z  —  t        z  —  a 
Setzt  man  also 


I^  +  (^--)(^^+(^--)^(Ä^ 


-^  (^  —  a 

1      /'    F{z)ä, 


■^n  17~7 


27tiJ  (^  _af  +  i^ 


so  wird 

F(t)  =  A  +  A(if  -  «)  +  A,{t-af  +  A,it-ay  +  •  •  •  (A). 

Es  ist 


und  da 

ist^  so  folgt 

-d'^Fity 


nt)=^J- 


F{z)dz 


df 


27ti    [  J 


'    F{z)dz    ' 


<  =  a 


mithin 
wobei 


»z: 


\rF{t) 


F^^\a)  = 


L   tzr   J 


^  ::=  a 


ist.     Daher  folgt  aus  (A): 

F{t)  =  J'(a)  +  F'(a)(t  -  a)  +  F"{a)  ö! 

welche  Entwicklung  so  lange  gilt^  als  t  innerhalb  des  um  a 
geschlagenen  Kreises  liegt,  der  keinen  Unstetigkeitspunkt 
enthält. 

Umgekehrt  ist  jede  Funktion  F{t),  für  welche  obige 
Entwicklung  gilt,  eine  eindeutige  Funktion  von  t,  so  lange 
die  Reihe  rechter  Hand  convergirt. 
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(A)  ist  eine  Potenzreihe  von  {t  —  d)  und  da,  sobald 
diese  convergirt,  auch  alle  ihre  Ableitungen  convergiren^  so 
ist  in  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle  a  die  Funktion  mit 
allen  ihren  Ableitungen  eindeutig. 

Die  oben  aufgestellte  Form  der  Reihe  für  F{t)  ist  etwas 
zu  modificiren  für  den  Fall^  dass  der  Punkt  a  der  Punkt 
^=00  wäre.     Setzen    wir    nämlich    voraus,    dass    F{z)    für 

^  =  00   den  endlichen  Wert  A  annehme  und  setzen  /  =  — , 
so  wird  /  .  \ 

und  es  ist 

d.  h.  qp(^')   ist   in   der  Umgebung  von  0=0  als  eindeutige 
Funktion  von  ^'  in  eine  Reihe  entwickelbar.    Wir  haben  also 

f[^  =  ?>(/)  =  ^  +  Ä,,'  +  A,b''  +  ^8^''  +  •  •  •' 
mithin  für  2'  =  — ,    giebt 

•  9'(i)=J'(^)  =  ^  +  4^  +  ^  +  |?  +  --- 

als   Entwicklung   von    F{s)    in    der   Umgebung  von   ^  =  00 
d.  h.  für  solche  Werte  von  s,  deren  Modul  sehr  gross  ist. 

10.  Wird  eine  Funktion  von  ^  für  ^  =  a  so  unendlich, 
gross,  dass  {s  —  ^Yf{^)  für  ^  =  &  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  heisst  h  ein  ^-facher  Unendlichkeitspunkt  von 
f{s).    Ist  &  =  c»,  so  heisst  dieser  Punkt  ein  ^^-facher  Unend- 

f(z) 
lichkeitspunkt,  wenn  -—  für  z  =  oc    endlich    und  von  Null 

verschieden  ist. 

Analog  nennt  man  den  Punkt  z  =  a  oder  0  =  00  eine 
n-fache  Nullstelle,  wenn 

m 


{z  —  a)"J  resp.      L' 


z'^fiß) 


endlich  und  von  Null  verschieden  ist. 

Ist  /C^)  eine  eindeutige  Funktion  in  der  Umgebung  der 
Unendlichkeits-  oder  Nullstelle,  so  kann  dieselbe  nur  so  un- 
endlich   oder  null  werden,   dass  n  eine  ganze  Zahl   bedeutet. 
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Es  sei  f(z)  eine  eindeutige  Funktion  in  der  Umgebung 
von  3  =  a  und 

r  m  1  _  ^  - 

_(3  —  af\ 

endlicli  und  von  Null  verschieden. 

Dann  ist  ^(^)  =  fw(0)d0,  wenn  qp (^)  =  ^  ^^^  besetzt 
wird^  in  der  Umgebung  von  a  jedenfalls  eine  eindeutige  Funk- 
tion^ da  -y^  weder  null  noch  unendlich  wird.   Mithin  ist  auch, 

^  {^)  =  — 2"  ^^  ^®^  Umgebung  von  a  eine  eindeutige  Funk- 
tion und  da  es  auch  f{z)  sein  soll^  so  ist  das  nur  möglich^ 
wenn  {ß  —  ay  eine  eindeutige  Funktion  in  der  Umgebung 
von  a  ist  d.  h.  wenn  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

In  der  Umgebung  einer  ?^-fachen  Null  stelle  hat  also  die 
eindeutige  Funktion  f{ß)  die  Entwicklung 

f{^)  =  {s  —  «)«  [A  +  A,{ß  —  «)  +  A,_{g  —  «)'  +  ••  ■], 
WO  A  von  Null  verschieden  ist;    denn  es  ist 

(p{s)  ==Ä  +  A^{z  —  a)  +  A,{0  —  ay'  -\ 

Ist  a  =  oo,  so  ist  die  Entwicklung  der  Funktion^  welche 
für  0  =  <x>  ^mal  verschwindet, 

WO  A  von  Null  verschieden  ist. 

Ist  f{z)  in  der  Umgebung  der  t^fachen  Unendlichkeits- 
stelle eindeutig,  so  folgt  wie  früher,  dass  wenn 

(^ -?')'•/■(«)  =  9  («), 

(p(h)  =  B  ist,  wo  B  endlich  und  von  Null  verschieden  ist, 
dass  (p{0)  in  der  Umgebung  von  0  =  h  eindeutig  ist  und 
daher 

(p{0)  ==  -B  +  B,{0  —  h)  +  B,{0  -hf  +  --'  Bn{0  —  hy 

+  Bn+i(0-hr+^... 


'a  +  ^  +  ^  + 


also 


B  B  -B 


{z-hf        (0  — &)"-^    '  {z  —  h) 

+   Bn  +  Bn+,{0  —  h)-\ 
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ist,   woraus   die  Form    der  Entwicklung   von  f{/)   ersichtlicli 
und  auffensclieinlich  ist,  dass  fCb)  =  oo   wird,  wie 

Ist  h  =  oo,   so  muss  ^  =  il^{z)  für  ^  =  00  endlich  und 
von  Null  verschieden  sein,  also  ist 

i,{d)=B  +  ^  +  .. 


Z 

woraus  wieder  die  Art  des  Unendlicliwerdens  für  ^  =  00  er- 
siditlich. 

11.  Eine  eindeutige  Funktion  von  ^,  welche  für  keinen 
endlichen  Wert  von  ^  unendlich  gross  wird,  und  für  0=  00 
nur  unendlich  wird  von  der  n^^^  Ordnung,  heisst  eine  ganze  ra- 
tionale Funktion  von  z.  Ihre  Form  ergiebt  sich  durch  die 
vorstehenden  Sätze  einfach. 

Für  sehr  grosse  Werte  von  s  ist 

f{z)  =  «0^^  +  «^0^-^  + 1-  ttn-lZ  +  an 

Diese  Entwicklung  gilt  für  alle  z,  welche  ausserhalb  des  um 
den  Funkt  ^  =  0  geschlagenen  Kreises  liegen,  der  alle  Unend- 
lichkeitspunkte von  f{z)  enthält.  Da  aber  f{ß)  keine  Unendlich- 
keitspunkte im  Endlichen  gelegen  hat,  so  können  wir  diesen 
Kreis  auf  den  Nullpunkt  zusammenziehen,  d.  h.  die  Entwick- 
lung muss  auch  für  ^  ==  0  gelten  und  da  f{0)  endlich  ist, 
so  muss 

<^w  +  l  =  0,     anJ^-2  ==  0  .  .  . 

sein,  d.  h.  es  ist 

Würde  f{d)  auch  für  ^  =  00   nicht  unendlich,  so  müsste 
«0  =  0,    a^  =  0,    ...  ün—i  =  0 

sein  d.  h.  f{z)  =  a„  sein,  oder :  eine  eindeutige  Funktion  von  2, 

iveleJie  für  keinen  Wert  von  z  unendlich  wird,  ist  eine  Constante. 

Eine  eindeutige  Funktion  von  z,  welche  für  die  Punkte 
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von  den  Ordnungen 


11^  j     tt^  .  .  .  lim 

unendlich  wird,  und  für  0  =  c^  von  der  Ordnung  p  unend- 
lich wird,  heisst  eine  gebrochene  rationale  Funktion.  Eine 
rationale  Funktion  ist  also  eine  eindeutige  Funktion  von  0, 
welche  nur  für  eine  endliche  Anzahl  Werte  3  uneudlich  von 
endlicher  Ordnung  wird  oder,  wie  man  sich  ausdrücken  kann: 
eine  rationale  Funldion  ist  eine  eindeutige  Funktion  von  z, 
welche  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Unendlichkeitsstellen  hat. 
Hiebei  wird  jede  m-fache  ünendlichkeitsstelle  als  m  einfache 
solcher  Stellen  gezählt. 
Es  wird 

für  keinen  endlichen  Wert  von  z  mehr  unendlich.    Setzen  wir 

n^-\-  n.2  +  ^3  H h  ^^»^  =  ^y 

so  wird 

(s  —  \y^  {0  —  h^y-' {0  —  hniY'n  = 

=  0'i  +  B,0i-^  -\ Bq-t0  +  B^ 

eine  ganze  rationale  Funktion ,  welche  für  ^=00  von  der 
^ten  Ordnung  unendlich  wird,  und  da  fiß)  von  der  p*^""  Ord- 
nung unendlich  wird,  so  wird 

9,(^)  ^  («'  +  •••  +  B,)f{£) 
von   der  p  -\-  q^^^  Ordnung   unendlich   für  0  =  00  und   sonst 
nicht  mehr,  also  ist 

(p{0)  =  A0P  +  i  +  ^10^+2-i  +  . .  .  Ap^^^, 
und  daher,  wenn  p  -\-  q  =  r  gesetzt  wird, 
,,  .  Az''A,z''-'^-\-  .  .  .Ar 

Ist  r^q,  so  heisst  f^z)  unecht  gebrochen, 
ist   r  <i  q,  so  heisst  f(0)  echt  gebrochen, 
für  die  letztere  ist  f{oc>)  =  0. 

Man  kann  durch  Subtraktion  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  von  /'(^)  stets  bewirken,  dass  der  Rest  eine  echt 
gebrochene  Funktion  ist. 

Es  sei  nämlich  für  0  =  od    die  Entwicklung 

/•(^)  =  Cr0"  +  Cv^i0'—^  +  '--c,0  +  Cq  + -}  +  -!-{-  ••• ; 
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setzt  man  dann 

SO  muss 

sein,  wo  ^  <^q  ist,  da  i/;(oü)  =  0  ist.     Es  ist  sodann 

f(^)  =  CrS''    +  C,_i^^-^  -I C^0  +  Cq 


+ 


«^^^'  +  %-l^^'      ^  +  '  •  •  «1  ^  +  «0 


Die  Koeffizienten  c^,  Cv-i  .  .  .]  a^^,  cIq  können  aus  der 
Yergleichung  beider  Formen  von  /'(^)  berechnet  werden. 

Aus  der  Definition  der  rationalen  Funktion  geht  hervor, 
dass  Summen,  Produkte  und  Quotienten  einer  endlichen  An- 
zahl von  rationalen  Funktionen  ebenfalls  rationale  Funk- 
tionen sind. 

12.  Es  sei  f(i)  eine  echt  gebrochene  rationale  Funk- 
tion, welche  also  für  2  =  oc  den  Wert  Null  annimmt  und 
welche  in  den  Punkten 

0  -^— -  Cl-i  j    ttn  .  •  •  U/n 

von  den  Ordnungen 

unendlich  wird.  Dann  wird  in  der  Umgebung  des  Punktes  a^ 

+  il/^^  +  lfif+i(^-a)-f  ... 
oder  wenn 

gesetzt  wird 
d.  li. 
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<i) 


ist  endlich.  Es  kann  wohl  MnJ  =  0  sein,  was  unwesent- 
lich ist. 

-^(^1,  «i)  ist  eine  rationale  Funktion  von  0,  welche  nur 
für  ^  =  %  unendlich  wird,  für  jeden  anderen  Wert  von  0 
einen  endlichen  Wert  besitzt  und  für  ^  =  00  null  wird,  da 
^(00,  a^)  =  0  ist. 

Betrachten  wir  nun 

9>(^)  =  f(^)  —   [^(^;  «1)  +  ^(^;  (^2)-\ ^(^;  CQ], 

WO  i^(0j  üh)  aus  ipiß^  %)  erhalten  wird,  wenn  «/,,  %,,  M^^^ 
an  Stelle  von  a^,  n^,  M^^^  gesetzt  wird. 

Wie  ohne  weiteres  ersichtlich,  wird  q)(z)  für 

nicht  mehr  unendlich,  für  jeden  andern  Wert  von  0  wird 
aber  f(0)j  sowohl  als  jedes  ip(0j  «;,),  also  auch  ^(^)  einen 
endlichen  Wert  haben,  und  da  q)(0)  eine  rationale  Funktion 
ist,  denn  f(0)  und  ^(^,  ah)  sind  solche,  so  ist  90  (^)  eine  ganze 
rationale  Funktion,  mithin 

(p(0)  =  c^s'  +  c^s'-^  -| Cv-^0  +  C; 

nun  ist  aber 

(p{po)  =  /^(oü)  —  [1^(00,  a^)  +  ^(oü,  a^) 1-  ^(00,  «„,)]  =  0, 

es  muss  also 

^0  =  0,  Ci  =  0 ,   ...  c^-i  =  0,  Cr  =  0 
sein  oder 

<p(«)  =  o, 

und  daher 

"  I  1  I  ,  rii  —  1 


M^-^  Jlff)  ilf(2) 

sein,  in  welcher  Form  /'(0)  in  Partialbrüche  zerlegt  erscheint, 
d.  h.    in  Brüche,    deren    Zähler    eine    Konstante    und    deren 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  3 
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Nenner  eine  lineare  Funktioli  von  z  ist^  oder  eine  ganze  Po- 
tenz einer  solclien  Funktion. 

13.  Ist  f{ß)  in  der  Umgebung  des  Punktes  h  eine  ein- 
deutige  Funktion  von  z,  welche  für  0  =  1)  nicht  unendlich 
wird,  also 

/•(«)  =  :B  +  B,{g  -h)  +  B,{g  _  6)2  + . . ., 

so  wird 

r{z)  =  5,  +  22?,(ä  -  6)  +  • .  •  _ 
d.  h.  f'i^)  ist  in  der  Umgebung  von  h  auch  eine  eindeutige 
Funktion  und  wird  für  0  =  1)  auch  nicht  unendlich.   Ist  aber 
f(0)  für  0  =  1)  unendlich  von  der  n^^"^  Ordnung,  also 

so  ist 

'   ^  ^         (.  -  &)-+^  +       {z-lf      "^  "  * 

+   (^^   +   ^n  +  l   +   2An+,{0  -&)   +  •.. 

eine  eindeutige  Funktion,  welche  für  0  =  1)  unendlich  von 
der  (n  -\-  1)*^"^  Ordnung  ist. 

Es  kann  also  f{0)  nur  unendlich  werden,  wenn  f{0) 
unendlich  wird.  Daher  sind  die  Differentialquotienten  einer 
rationalen  Funktion  wieder  rationale  Funktionen. 

Setzen  wir 

so  wird  (p(l))  =  A  und  cpiß)  also  in  nächster  Umgebung  von 
0  —  h  nicht  verschwinden.  Denken  wir  uns  nun  um  h  einen 
kleinen  Kreis  ^  geschlagen,  innerhalb  dessen  f{0),  also  auch 
cp{0)   nicht   null  wird,  und  betrachten  wir  das  Jdlogfiß)  in 

dem  Sinne  genommen,  dass  der  Punkt  h  bei  dem  Durch- 
laufen der  Peripherie  linTiS  liegen  bleibt.     Da 

log  f{0)  =  —  n  log  {0  —  &)  +  log  (p{0) 
ist,  so  folgt: 

a  ^  Ä  ^ 

Es  ist  4^  in  der  Umgebung;  von  h  so  lange  eindeutig,  als 

f{z)  DO  D 

es  f{ß)  ist. 
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Nun  ist 

0, 


? 


denn      \    wird  innerhalb  ^  niclit  unendlicli,  denn  w(£)  kann 

qp  (0)  1  ^  \  J 

nicht  verschwinden  und  ^J^-^)  iiic^^  unendlich  werden. 

zu  berechnen,  setze  man 

und  halte  ^  konstant.     Dann  ist 

ds 
JZT^  =  idcp, 

es  wird  also 

27t 


/Ä  =  »J'^9'  =  2;t. 


^  0 

und  mithin 

r<^  log  f{z)  =  —  2^^;^;^. 

b 

Wird   /'(^)    im    Punkte   s  =  a  null   von    der   w*^^   Ord- 
nungj  ist  also 

{Z  —  a) 

und  9)  (a)  =  J.  von  Null  verschieden,  so  ist 

fd  log  f{d)  ^    fC^dz  =  m  T-^  +  r^lMif 

a  a  a  a  • 

oder  wie  früher 

fd  log  /'(^)  =  2m7ti. 

a 

Für  den  Punkt  ^  =  00  bleiben  die  Integralwerte  gerade 
so,  wie  für  0  =  h  oder  0  =  a  erhalten. 
Ist 

i-^  =  (p  (z)   und   (p  (00)  =  iß 

von    Null    und    Unendlich    verschieden,    d.  h.    wird   f{s)   für 
ß  =  00  unendlich  von  der  n^^^  Ordnung,  so  ist 

3^- 
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und  daher 


Einleitung, 
log  f{ß)  =  +  ?^  log  ^  +  log  (p{s) 


Nun  soll  g)(0)  für    selir  grosse  Werte   von  0  von  Null  ver- 
schieden sein,  also  ist 


/Vif) 


dz  =  0. 


Setzen  wir  nun  0  =  R&^,  wo  B  sehr  gross  ist^  so  wird 

Also 

Jd  log  f{s)  =  nijdg). 


Wenn  wir  aber  (Fig.  15)  längs  des  Kreises  ^  mit  dem  Radius  i? 

von  0  bis  27t  integriren,  so  haben 
wir  einen  Integrationsweg  ge- 
wählt, bei  welchem  der  Punkt 
^  =  cxD  rechts  liegt.  Wir  müssen 
also  von  27C  bis  0  integriren, 
damit  der  Punkt  ^  =  00  links 
liegt  und  daher  ist 

0 

fd  log  f{z)  =  nijd(p=  —  2n7ti. 

Ebenso  wird,  wenn  für  grosse 
Werte  von  \s\  z™-  f{£)  =  i^(^) 
ist,  so  dass  t/;(oo)  =  A  von  Null  und  Unendlich  verschieden 
ist,  f{i)  also  für  ^  =  00   von  der  5?^*^"^  Ordnung  null  ist, 

^d  log  f(£)  =  2m7ti. 

CO 

Fasst  man  das  Unendlichwerden  von  f(0)  als  ein  Nullwerden 
mit  negativem  Exponenten  auf,  so  sagen  die  beiden  Glei- 
chungen aus,  dass  fd  log  f{ß)  um  einen  Punkt  herum  genom- 
men, in  welchem  f{z)  null  von  der  n*^"  Ordnung  ist,  gleich 
2mti  ist.  [Wird  f{z)  in  dem  Punkte  von  der  n^^"^  Ordnung 
unendlich,  so  hat  man  nur  —  n  diU  Steile  von  n  zu  setzen.] 


Fig.  15. 
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Es    werde    nun    die    innerhalb    51    (Fig.    16)    eindeutige 
Funktion  f{0)  in  den  Punkten 

S  Uli  j    Clo  1  •  •  •  ^u 

null  von  den  Ordnungen 

m^,  mg, . .  .  m^u 
und  in  den  Punkten 

0  =  h^,    1)2,  .  ,  .hv  Fig.  16. 

unendlich  von  den  Ordnungen  %,  n^,  .  .  .  n^,  wo  m^  .  .  .  m^j,, 
fi-^  .  .  .  Uy  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  wobei  ^  and  v 
endliche  Zahlen  sein  müssen,  und  betrachten  wir 


J  d\ogf{0)  =  J  ^  d0 


in  der  Richtung  des  Pfeiles  genommen,  so  dass  also  die  Un- 
stetigkeitspunkte  links  liegen.  Diese  sind  die  Punkte,  für 
welche  f(0)  =  0  oder  =  oo   wird,  d.  h.  die  Punkte 

^U    (1-27  •'  '  ^i"  5        ^1?    ^27  •  •  •  ^^ 

und   mithin  ist  nach  S.  25,  da 

dlogfiz)    ^  f{z) 
ds  f{z) 

innerhalb  %  eindeutig  ist: 

LI  V 


"'h  "x 


Nun  ist 


daher 


fd\ogf{0)  =  2mh7ti 
fd\ogf(0)  =  —  2ny,7ti, 

fj.  V 

^  fdlogf{0)  =^  mu  —  2 
«/  11 


2 


Uy.. 


Nehmen  wir  beispielsweise  eine  rationale  Funktion  i^(^), 
welche  für  0  =  0^  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Wert  hat  und  nehmen  als  51  einen  Kreis  um  0^  an  (Fig.  17), 
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der    keinen  Punkt    einscliliesst^    für    den   B(ß)  =  {qq    wäre, 
dann  ist 

das  Integral  in  der  Richtung  des  Pfeiles  ge- 
nommen,  da   alle  Null-  und  Unendliclikeits- 

Fig.  17. 

punkte   von  B{0)   ausserhalb  51  liegen,   also 
links  vom  Integrationswege.     Nun  ist  aber 

fcnogB(0)  =  —Jd\ogB{z)  =  0, 

da  das  zweite  Integral  so  zu  erstrecken  ist,  dass  der  Punkt 
Zq  links  liegen  bleibt,  daher  ist 

1  l 

oder  die  rationale  FunMion  ivird  eben  so  oft  null  als  unend- 
lich.    Hierbei  zählt   ein   ^^-facher  Null-   oder  Unendlichkeits- 
punkt als  n  einfache  Null-  oder  Unendlichkeitspunkte. 
Ist 

B(/)  =  anS""    +  an-10''-'-  -i h  «0 

eine  ganze  rationale  Fmiktion,  welche  also  nur  für  ^  ^  oo 
von  der  n*^"^  Ordnung  unendlich  wird,  und  setzen  wir  voraus, 
dass  sie  in  jedem  der  Punkte  0^,  ^g?  •  •  •  ^m  blos  von  der  ersten 
Ordnung  verschwindet,  so  muss 

m 
1 

sein,  oder 

m  =  n, 

d.  h.  -Zt(^)  =  0  liefert  genau  n  Werte  ^j,  ^27  '  •  •  ^n,  welche 
diese  Gleichung  befriedigen  oder  eine  algebraische  Gleichung 
n^^^  Grades  hat  n   Wurzeln,     Es  ist  dann 

B{b)  =  a,i{s  —  0^)  (0  —  02)  "  '{^  —  2n), 
denn 

wird    für    keinen    endlichen   Wert   von  0  unendlich,    da  für 
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^  =  ^v  -R(^)  =  (^  —  ^v)t(^)  ist  uad  t(0r)  =  Av  von  Null 
verschieden  ist,  also  ist 

/         N -^ 

endlich.  Für  ^  =  00  ist  aber  gp(oo)  =  1,  also  ist  über- 
haupt (piß)  =  Ij  was  obige  Behauptung  erweist. 

Würde  S-^  =  s^  =  -  .  .  =  ^u  werden,  so  würde  in  der  Um- 
gebung von  ^1 

sein,  d.  h.  jR(^)  würde  fi,-mal  verschwinden  und  0^  heisst 
dann  eine  ft-fache  Wurzel  von  Bß).  Es  tritt  dann  in  i^(^) 
der  Faktor  (0  —  0^)  ft-mal  auf. 

Sagt  man  also,  eine  Gleichung  n^^^  Grades  hat  n  Wurzeln, 
so  ist  jede  ft-fache  Wurzel  als  ^  einfache  Wurzeln  zu  zählen. 

14.    Wir  untersuchen  nun  noch  jf{0)d0  um  einen  Un- 

stetigkeitspunkt  von  f{ß)  herum  genommen.  Ist  h  ein  Un- 
endlichkeitspunkt ?^*®^  Ordnung,  so  ist 

f{0)  ==      .^"      +  -AiüL  _j 1 — ^  +  ^  _|_j5  (^._M_|_  .. 


^.'=/-^^^V-=o, 


Nun  ist 

dz 

{z  ^by 

b 

sobald  V  von  +  1  verschieden  ist.     Denn  setzt  man 

0  —  h  =  Qe'V 

d0  =  iQ&^   d(p, 
so  ist 

J^  =  i^^-v  r  e'i^-r)vd(p  =  f-^  \e{l-v)2n  _  ij  _  0 

0 

für  alle  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  v  mit  Aus- 
nahme V  =  1.     Hingegen  ist 

271; 

V  0 
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Also  ist  • 

b  b 

+  ^frh  +  ^oj'^'  +  -^'/(^  -  &)  (?^  +  . . .  =  2niA, 

T  TT 

da  alle  übrigen  Integrale  verschwinden.  Man  nennt  A  oder 
den  Koeffizienten  von  {ß  —  h)~'^  in  der  Entwicklung  der  ein- 
deutigen Funktion  f(ß)  in  der  Umgebung  des  Punktes  &  das 
logarithmisclie  Besidtmm  des  Punktes  h  und  zwar  deshalb, 
weil  in 


j 


'f{g)d0^c- 1"  j^'il:  +  ••■  +  Äiog(0-h)  +  Ä,,+ 


wo  C  die  Integrationskonstante  bedeutet,  Ä  der  Koeffizient 
des  logarithmischen  Gliedes  ist,  welches  in  der  Entwicklung 
des  Integrals  auftritt. 

Da  nun  der  Logarithmus,  wie  wir  gleich  sehen  werden, 
in  der  Umgebung  eines  Punktes,  für  welchen  das  Argument 
verschwindet  oder  unendlich  wird,  nicht  eindeutig  ist,  so  ver- 
dankt jf(^s)d0  in  der  Umgebung  des  Punktes  h  seine  Viel- 
deutigkeit nur  dem  logarithmischen  Gliede.  Fehlt  dieses 
Glied,  d.  h.  ist  Ä  =  Oy  dann  wird 

ff(0)d0  =  0 

T 

und  das  Integral  ist  dann  auch  in  der  Umgebung  eines  ün- 
stetigkeitspunktes  eine  undeutige  Funktion. 
Ist  h  der  unendlich  ferne  Punkt,  so  ist 

7?  7? 

f{0)  =  a^0«  +  an-i0  +  '  '  +  %  +  —  +  -^-{ 

Es  ist  aber 

Jv  =  J.z'^d'0  =  0,     V  nicht  =  —  1, 

'55' 

denn  setzt  man 


so  ist 


d0  =  Bi&'Pdfpj 
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sobald  V  nicht  gleich  —  1  ist.     Es  ist  aber 

0 

J_i  =  I  -^  =  i  I  clcp  =  —  27ti 

und  daher 

ff(z)d^  =  —  27tiB, 

wo  B  wieder  Koeffizient  des  Gliedes  —  ist. 

z 

Bezeichnet  man  das  logarithmische  Residuum  des  Punktes 
h  oder  den  Koeffizienten  von  {s  —  &)~^  in  der  Entwicklung 
von  f{p)  nach  Potenzen  von  s  —  h  mit 

[/'(0)](,_,)-i, 
so  kann  man 

//•(^)<-Z^  =  2«i  [/■(«)](,_,)-! 

T 
und 

Jf{3)d^  =   -    27li[f{0)]~l 

S"  - 

setzen. 

Ist  nun  f{ß)  innerhalb  %  (Fig.  18)  eindeutig  und  nur 
in  den  Punkten  b^jh2,  ...h  unendlich,  so 
ist,  wenn  innerhalb  51  der  Punkt  ^  =  oo 
nicht  liegt 


also 


ffi0)d^  =  27ci  ^imh-,^)-^. 


Fig.  18. 

21 

Ist  aber  51  derartig  beschaffen,  dass  der  Punkt 
^  =  oo  darin  liegt,  wie  z.  B.  in  der  Fläche, 
die  ^  ausschliesst,  welche  also  links  liegt, 
wenn  ^  (Fig.  19)  in  der  Richtung  des  Pfeiles 
durchlaufen  wird,  und  liegen  h^jh^, .  .l>v  auch 
Flg.  19.  links,  so  ist 


*j  Da    Cz^ds  so   zu  nehmen  ist,    dass   der  Punkt  z  =  oo   links 
liegt,  also  qp  sich  von  27r  bis  0  ändert. 
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=  2m ^If (0)1^,^^-1  -  27tilf{s)l-i. 

h 

Ist  beispielsweise  Il{z)  eine  rationale  Funktion,  welche 
für  s  =  Sq  endlich  ist  und  U  ein  den  Punkt  Zq  so  umgebender 
Kreis,  dass  innerhalb  desselben  keiner  der  ünendlichkeits- 
punkte  von  i^(^)  liegt,  so  ist 

~jB{s)dz  =  0, 
k 
also 

Hieraus   kann   ebenfalls   die  Partialbruchzerlegung  der  ratio- 
nalen Funktion  abgeleitet  werden.'^) 

*)  Man    braucht,    wenn  R{z)  die  vorgelegte  rationale  Funktion 


ist,   den   eben  bewiesenen  Satz  auf 


B{z) 


anzuwenden,   wo  x  irgend 


X  —  z 

ein  Wert  von  z  ist,  für  den  B{z)  endlich  und  von  aSTuU  verschieden 
ist.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  M{od)  =  0,  also  die  Funktion 
als  echt  gebrochen  an,  so  wird,  wenn  22(0)  =  cX)  ist,  iär  z  =  b^  h^-'-hm 


X  —  z 
unendlich  und  noch  für  z  ==  x^  also  ist 

m 


von   den  Ordnungen  w^   n.^  ■  •  -  '^m 
ad  nc 

B{z) 


genau  für  dieselben  Werte 


X  — z 


oder  da 


ist, 


{z—xj 

B{z) 


(z-b.) 


X  —  z 


l  ^  '     \    X  —  i 

J{z-x)-^ 


—  1 


0, 


B(x) 


m 

-2 


•R(^) 

X  —  Z 


{z-bA 


—  1 


Nun  ist  für  die  Umgebung  von  b. 


B{z)^ 


Af 


+ 


^(0 

^2 


0) 


i^-^r 


+ 


und 


X  —  z 


+ 


(X  -  h.) 


2-    + 


^B,-{-B,{z-b,)  + 


h.  (^-&/~^ 


{X  -  &/^- 


+ 
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15.     Ich  untersuche  nun  das  Verhalten  von 


/^  dz         , 
-f  =  log  ^. 


1 

Das  Integral  ist  in  der  Umgebung  eines  jeden  von  0  und  oo 
verschiedenen  Punktes  eindeutig.  Ist  aber  0  in  die  Nähe 
von  0  gerückt^  so  ist,  da 

*  dz 


J 


27ti 
z 


0 
sich  ergiebt,  w  nicht  mehr  eindeutig.  Es  ändert  sich  das 
Integral  beim  Umkreisen  des  Punktes  0  um  27ci,  wenn  das 
Umkreisen  derart  stattfindet,  dass  der  Punkt  0  links  liegen 
bleibt,  und  um  —  27ti,  wenn  der  Punkt  0  rechts  liegen  bleibt. 
Es  ist  ferner 

C    dz  r.         . 


J 


es  ändert  also  tv  seinen  Wert  um  —  27ci,  wenn  der  Punkt 
0  den  Punkt  00  so  umkreist,  dass  dieser  links  liegen  bleibt. 
Ist  also  tVj^  der  Wert  von  tv  für  0  =  0^,  so  ist  w  =  tv-^  +  2m7ti 
der  Wert  von  tv,  welchen  es  überhaupt  für  0  =  0^  annehmen 
kann,  wenn  m  eine  beliebige  ganze  +  o^^i'  —  Zahl  bedeutet, 
die  davon  abhängt,  wie  oft  man  mit  0  den  Punkt  0  oder  00 
umkreist,  bevor  man  in  0^  anlangt.  Denn  dass  der  Unter- 
schied  der  Werte  überhaupt   nur   eine  Konstante  sein  kann, 

ersieht  man  daraus,  dass  —r-  =  —  eine  eindeutige  Funktion  ist. 

^  dz  z  ° 

tv   ist    also   eine    unendlich   vieldeutige   Funktion   von  0 
und  zwar  kann 


W  —  log  0 

also 

r  ^(^)  1 

X  —  z 

und  daher 

m 

B{x)  =    V 
1 

j 

was  mit  der 

in  12 

S.  33  erhaltenen  Formel  übereinstimmt. 
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für  reelle  Werte  von  ^  reell  genommen  werden^  sobald  ^  die 
reelle  Achse  von  0=1  bis  s  ==  x  durchläuft,  also 

X 

tu  =    I  -7-  =  log  X  *) 


1 
wird,  so  ist  tv  reell.    Wir  ersehen  aber,  dass  der  log  x  noch 
unendlich  viele  komplexe  Werte  besitzt,  weichein  logx-\-2m7ti 
enthalten   sind.     Nun  ist   auch  0  =  f{w)   eine  Funktion   der 
komplexen  Grösse  w  =  ii  -\-  iv  und  zwar  ist 

0  =  e"'. 

Wir  sehen  also,  dass  0  eine  eindeutige  Funktion  von  w 
ist,  denn  0  besitzt  die  Periode  2jr^,  da  e^^'  =  1  ist,  so  wird 

Die  eindeutige  Funktion  e"'  wird  für  keinen  endlichen 
Wert  von  y  null  oder  unendlich,  für  tv  =  00  wird  sie  aber 
in  einer  ganz  eigenthümlichen  Art  unendlich  gross.  Man 
kann  keine  endliche  ganze  Zahl  finden  derart,  dass 

1 


6' 


einen  endlichen  Wert  erlangt.     Man  nennt  einen  Punkt  von 

der  BeschaflPenheit,  wie  der  Punkt  iv  =  00   für  e"'  ist,  einen 

wesentlich  singulären  Funkt  der  Funktion  e^". 

Es   lässt   sich  leicht  zeigen,  dass   e^  in   der  Umgebung 

des  wesentlich  singulären  Punktes  jeden  Wert  unendlich  oft 

annimmt.      Um    die    Umgebung    besser    zu    übersehen,    be- 
1 

trachten  wir  e^,  für  welche  Funktion  tu  =  0  der  wesentlich 

singulare  Punkt  ist.     Es  sei 

A  =  e^'e^ 

der  beliebig  gegebene  Wert,  wo  also  a  und  /3  reelle  Grössen 

sind.     Setzen  wir  tu  =^  q  (cos  cp  -^  i  sin  9p),  so  muss 


cos  (p         .  sin  (p 


e'^e^ß  =  e  ^ 
sein,  also 


*)  Unter    i\f{z)dz   soll  das  Integral  auf  dem   gradlinigen  Wege 
von  Zq  nach  z  verstanden  werden. 


2n7t 


d.  h. 
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a  — 

COS  qp 
Q 

-ß- 

sin  qp 

tg(p  — 

2n7t  —  ß 
a           ' 

9'- 

1 

fv^    _i_    f9.aOTr   — 

-    ^2 
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Aus  diesen  Gleichungen  bestimmen  sich  also  (p  und  q, 
sobald  a  und  /3  gegeben  sind.  Da  aber  in  beiden  die  will- 
kürliche Zahl  n  enthalten  ist^  so  ersieht  man,  dass  q  und  (p, 

also   auch  w  unendlich   viele   Werte   annehmen  können,   für 
1 

welche  immer  e^  =  Ä  wird. 

Hierbei  wird,  wenn  m  sehr  gross  ist,  q  unendlich  klein, 
also  w  in  der  Umgebung  von  0  sich  befinden. 

So  wird  für 

a  =  —  (X),     ^  =  0,     cp  =  7t,     Ä  =  0, 

d.  h.  nähert  man  sich  dem  Punkte  w  =  0  von  der  Seite  der 

1 

negativen  reellen  Zahlen,  so  wird  e^  =0.    Ist  aber  a=  -{-  oc, 

1 

so  ist  ^  =  0,  g?  =  0,  e^  =  oo,  d.  h.  nähert  man  sich  dem 

Punkte  w  =  0  von   der   Seite  der  +  reellen  Zahlen,   so  ist 
1 

e^  ==  oo.     Nähert    man    sich    dem   Punkte   iv  ==  0   von   der 

Seite  der  positiven  rein  imaginären  Zahlen,  ist  also  9)  ==  — , 
so  ist 

tg  g)  =  00,  «  =  0,  Q 


2n7c  —  ß 
Setzt    man    n  =  0,    so    ist    Q  =  —  -^'     Es   wird  also  für 

Q  =  0 

1 

e^  ==  A  =  e'ß  =  cos  ß  -\-  i  sin  ß  =  cos i  sin  — 

Q  Q 

vollständig  unbestimmt. 
16.     Ist 


=  jB{z)dz 


w 
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und  R{/)  eine  rationale  Funktion  von  Zj  so  wird  w,  als 
Funktion  der  oberen  Grenze  s  aufgefasst,  in  der  Umgebung  eines 
jeden  Punktes^  für  den  Hiß)  endlicli  ist,  eine  eindeutige 
Funktion  von  B  sein. 

Wird  aber  It{ß)  für  0  =  h  unendlich,  so  dass 


R(0)- 

(^ 

-6)' 

(2 

-vf- 

5  +  ' 

{z-iy 

A 

z—  h 

ist, 

SO  wird 

B,  +  B,{z- 

■&)  +  ... 

w  —  C 

1 

n  — 

K 

) 

[ 

K-^ 

A 

1(^- 

-  6)"-' 

n  - 

-2(. 

■--bf-^ 

z  —  h 

WO  C  eine  endlicbe  Konstante  bedeutet. 

Umkreist  nun  B  obne  aus  der  Umgebung  von  h  heraus- 
zutreten den  Punkt  h,  so  wird  sich  der  log  (^  —  &)  um  2^r^ 
ändern,  also  w  um  27tiA^  und  w  kann  daher  nur  eindeutig 
sein,  wenn  A^  =  0  ist. 

Wird  die  rationale  Funktion  R{ß)  unendlich  für  \y  'b2,...hm^ 
aher  so,  dass  jeder  Koeffident  Ak  von  (0  —  hh)~^  in  der  Ent- 
wicMung  von  B(b)  nach  Potenzen  von  {p  —  hh)  verschwindet 
und  für  den  Punkt  ^  ==  00  in  der  Entwicklung  der  Koeffi- 
zient von  0~'^  daher  null  ist  (Satz  14,  S.  42),  dann  wird  w 
für  alle  Werte  von  0  eine  eindeutige  Funhtion  sein,  die  in  den 
PunMen  \  ...  hm,  00,  nur  von  einer  endlichen  gan^zahligen 
Ordnung  unendlich  wird,  und  muss  daher  auch  für  eine  end- 
liche Anzahl  von  Werten  verschwinden,  d.  h.  sie  ist  eine 
rationale  FunMion  von  b. 


I.  Theil. 
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I.  Doppeltperiodische  Funktionen  im  Allgemeinen. 

1.  Die  allgeiaeme  eindeutige  doppeltperiodisclie  Funktion 
F(ti)  genügt  den  beiden  Gleichungen 

F{u  +  ^)  ==  F{u) 

d.  h.  der  Wert  der  Funktion  bleibt  ungeändert^  wenn  man 
zu  dem  Argumente  u  die  konstante  Grösse  Sl  oder  i^'  addirt. 
Sl,  ^'  heissen  die  Perioden.  Es  ist  ohne  weiteres  klar, 
dass  auch 

sein  wird,  wenn  m  und  m  beliebige  ganze  positive  oder 
negative  Zahlen  bedeuten,  denn  da  sich  F{u)  nicht  ändert 
bei  Addition  von  5i  oder  5i'  zum  Argument,  so  kann  es  sich 
bei  Subtraktion  dieser  Grössen  vom  Argumente  auch  nicht 
ändern  und  ebensowenig  bei  wiederholter  Addition  oder  Sub- 
traktion. 

Es  besitzt  also  F(u)  nicht  blos  zwei  Perioden,  sondern 
unendHch  viele,  aber  alle  übrigen  Perioden  sind  ganzzahlige 
Vielfache  der  beiden  ersten  Perioden  ^  und  ^'. 

Die  Perioden,  aus  denen  sich  alle  übrigen  als  ganz- 
zahlige Vielfache  ableiten  lassen,  heissen  primitive  Perioden. 

Sly  Sl'  sind  primitive  Perioden.  Es  giebt  aber  auch  un- 
endlich viele  primitive  Perioden. 

Denn  setzt  man 

mSl  +  m^  Sl'  =  CO 
fiiß  -j-   II  ^'  =  o' 

und  bestimmt  ft,  ^jl  so,  dass,  wenn  w,  m  keinen  gemein- 
schaftlichen Faktor  haben^ 

BoBEK ,  eil.  Funktionen.  4 
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m^'  —  m  ^  =  1 


ist^  so  folgt 

ß  = 

fi'o  —  m  io 

^'  — 

—  ft  CO  -|-  m  ß)'^ 

d.  h.  ü,  5i'  sind  ganzzalilige  Vielfache  von  «^  io  und  daher 
lassen  sich  alle  Perioden,  die  ganzzahlige  Vielfache  von  Sl^  S^ 
sind,  auch  als  ganzzahlige  Vielfache  von  09,  cd'  darstellen  oder 
CO,  co'  sind  primitive  Perioden. 

2.   Damit  eine   doppeltperiodische  Funktion  möglich  ist, 

welche  die  Perioden  Sl,  Sl'  besitzt,  darf  der  Quotient  -^  nicht 

reell  sein.     Denn  wäre  erstens  7^  =  — ,  wo   m  und   n   ganze 

rationale  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  sind,  so  be- 
stimme man  zwei  ganze  Zahlen  ^  und  v  so,  dass 

mv  -}-  n^i  =1 
ist  und  setze 

i/iß  -)-   ^^'  ==  d 

nSl  —  mSl'  =  0, 

dann  ist  d  eine  Periode  und  es  folgt 

^  =  md 
Sl'  =  nd, 

d.  h.  Sl  und  Sl'  sind  ganzzahlige  Vielfache  der  einen  Periode  ö, 
es  ist  also  die  Funktion,  welche  die  Perioden  ^,  ß'  besitzt^ 
nur  einfach  periodisch  und  hat  die  Periode  d. 

Wäre  zweitens  ^  irrational,  so  kann  man  einen  Ketten- 
bruch  bilden,  der  diesen  Quotienten  mit  beliebiger  Annäherung 
darstellt.     Ist  ^  der  n^  Näherangswert,  so  wird 

n 

^  —  ^  =  -4-  -^ 
und  £  <  1   sein,  oder 

n 

ist  auch  eine  Periode.  Da  aber  Nn  über  alle  Grenzen  wächst, 
so  wird  die  Periode  Nn^l  —  Z^^'  unendlich  klein,  d.  h.  die 
Funktion  bleibt  unverändert,  wenn  man  das  Argument  um 
unendlich  wenig  ändert,   solche  Funktionen   wollen  wh-  aber 
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SliSt' 


ausschliessen.  Ist  die  Funktion  eine  Funktion  des  komplexen 
Arguments  ti  =  x  -\-  iy,  so  muss  sie  eine  Konstante  sein,  da 
sie  durch  Änderung  des  Argumentes  nickt  blos  in  der  Rich- 
tung von  iß,  die  mit  der  von  Sl'  zusammenfällt,  konstant 
bleibt,  sondern  zufolge  der  Grundeigenschaft  der  komplexen 
Funktion  bei  der  Änderung  in  jeder  Richtung  konstant  bleiben 
muss.  *) 

3.  Es  ist  also  nur  möglich,  dass  ^  =  a  -\-  iß  ist  und  ß 

von  Null  verschieden,  d.  h.  dass  die  Strecken  oSl  und  o5i', 
(Fig.  20) ,  verschiedene  Rich- 
tungen haben,  es  also  stets  mög- 
lich ist  ein  Parallelogramm  zu 
bilden,  dessen  Seiten  Sl  und  ^' 
sind.  Dieses  Parallelogramm 
heisse  Periodenparallelogramm. 

Setzt  man  an  das  erste 
Periodenparallelogramm  an  jede 
Seite  ein  zweites,  an  diese  er- 
haltenen wieder  andere,  so  er- 
hält man  die  ganze  Ebene  auf 
diese  Art  lückenlos  mit  solchen  Parallelogrammen  überdeckt. 

Ist  V  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  kann  man 

setzen,  wo  m  und  m    ganze  Zahlen  bedeuten  und 

o^Ki;  o^r<i 

ist,  da  V  notwendig  in  einem  der  konstruirten  Parallelogramme 
liegt.    Danu  ist  aber 

F(v)  =  F(mSl  +  niSl'  +  |i2  +  ^' PJ) 

wenn  u  =  ^ß  +  |'uQ'  gesetzt  wird. 

Der  Punkt  u  liegt  aber  zu  Folge  der  Bedingung 
O^Kl;     0^r<l 


Fig.  20. 


*)  Es  lässt  sich  auch  zeigen,  worauf  hier  nicht  eingegangen  werden 
soll,  dass  eine  eindeutige  Funktion  einei'  Variablen  mit  mehr  als  zwei 
von  einander  unabhängigen  Perioden  nicht  existiren  kann.  Vergl. 
Königsberger,    „Theorie  der  ellipt.  Funktionen."     I.  Theil.     S.  363. 
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in  dem  Periodenparallelogramm,  welches  an  den  Anfangs- 
punkt angelegt  ist^  und  man  ersieht  aus  obiger  Gleichung, 
dass  die  doppeltperiodisclie  FunMion  F(ii)  im  ersten  Perioden- 
parallelogramm  schon  alle  Werte  annimmt,  die  sie  überhaupt 
annehmen  Icann. 

Es  ist  irrelevant,  das  Periodenparallelogramm  geradlinig 
anzunehmen.  Denken  wir  uns  von  o  nach  fl  und  o  nach  ü' 
(Fig.  20)  irgend  eine  sich  nicht  überschneidende  Kurve  otSl 
und  osSl'  gezogen,  und  die  parallelen  Seiten  hinzu  ^' f 
Sl  -\-  Sl'  und  ißs  Sl-\-  Sl'  konstruirt,  so  dass  dieselben  durch 
Verschiebung  um  Sl'  resp.  Sl  aus  den  ersteren  hervorgehen, 
so  wird  ein  solches  Parallelogramm  ebenso  dazu  geeignet  sein 
die  ganze  Ebene  durch  seine  kongruenten  Reproduktionen 
lückenlos  zu  überdecken;  und  innerhalb  eines  derselben  nimmt 
die  doppeltperiodische  Funktion  F(u)  alle  ihre  Werte  be- 
reits an. 

4.  Bevor  wir  dazu  übergehen,  die  fundamentalen  Eigen- 
schaften der  doppeltperiodischen  Funktionen  zu  entwickeln, 
wollen  wir  spezielle  doppeltperiodische  Funktionen  aufstellen, 
damit  an  der  Existenz  der  Funktionen  kein  Zweifel  obwaltet. 

Gesetzt  wir  hätten  eine  eindeutige  einfach  periodische 
Funktion  mit  der  Periode  co  gefunden,  welche  den  beiden 
Gleichungen  genügt: 

f(u  +  co)  =  f(u) 

f{ii  +  09')  ==  f{ii)e-^^^^^'yo;, 

und  wir  bilden  die  Funktion 

von  der   wir   nachweisen   können,   dass   sie   keine   Konstante 

ist,  dann  wird 

F{u  +  (ö)     =       F(ii) 

F{u  +  w)    =  -  fIu), 
also 

F{u-\-  2(d')  =  F{u), 

d.  h.  F(u)  wird  eine  doppeltperiodische  Funktion  mit  den 
Perioden  co,  2«'  sein.  Solche  Funktionen  f(ti)y  wie  wir  sie 
forderten,  können  wir  aber  in  der  That  leicht  aufstellen.  Es  sind 
das  die  Thetafunktioneny  zu  denen  wir  daher  übergehen  wollen. 
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5.   Ist 


f(u)  =^  An 


+  <»  u 

2n  —  m 


eine  konvergente   Reihe,    so   stellt   sie   eine   eindeutige,   ein- 
fach periodische  Funktion  dar. 

Denn  es  ist 

f(^n  +  tö)  ==f(ti), 
da 

^     u-{-(^      .  ^      u       ,     ^  .  „      ü       . 

2  n Tti  2n  —  tZi    2)i7t  i  2n  —  rtt 

e       ^       =  e     ^     e        =  e     "" 

ist.     Damit    die   Reihe   konvergirt,   ist   notwendig    und    hin- 
reichend, dass  die  beiden  Reihen 


2  n  — -Tti 


und 


—  2n  —  7ti 


unbedingt   konvergiren.     Die    Reihen    konvergiren   jedenfalls 
gleichmässig  und  unbedingt,  wenn 


lim 


A 


n  +  l      2  —  7t  i  \      ^   i 

-r—  e  w        <  1 


resp. 


(A) 


lim 


Ä 


n-\-l    —2— Tri 

— — e      w 


<!.*) 


Wir  legen  nun  f(u)  die  zweite  Bedingung  auf,  dass 


*)  Vergl.  Harnack:     Elemente   der  Differential-    und  Integral- 
rechnung.    Leipzig  1881.     S.  129  ff. 
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wird,  und  setzen  ti  der  Bedingung  (A)  gemäss  gewählt  voraus. 
Es  ist 

—  CO 

und 

CO 

Setzt  man  in  der  ersten  Reihe  n  —  1    an  Stelle  von  ti, 
wodurch  die  Summationsgrenzen  ungeändert  bleiben,  so  muss 

-{-<»  U  ,  (!}'  +CO  ,  IC  Cj' 

2in  —  l)-'7ti       2{n  —  l)  —  7ti.  'STl  2{n  —  l)  —  7ti ni 


ynAn-ie  ""     -e  ^     =ynA 

—  CO 

sein,  daher*) 


e  ""     -e 


oder 
mithin 


w  tu 

2(71  —  1)  —  Tti  ^ Tti 


[2n  —  l)  —  Ttl 
An  =  An  —  iG  "^      , 


{2n  —  3)  —  7ti 

An-i  =  An-^e 

(2n  —  b)  —  Tti 
An-2  =  An-^e 


A^       =  A^  e 
A       =A^e 


3  —  Tti 

(a 


CO 

—  Tti 

0} 


Multiplizirt  man  die  Gleichungen  mit  einander,  so  fällt 
rechts  und  links  das  Produkt 

An  —  l  An  — 2  •  '  •  A^A-^ 

aus,  und  es  folgt 

Tti  iü' 

(l  +  3_]_...  + 271-3  +  2^-1)--  ^'--^'   **\ 

An==  A^e  ^  --=  A^e    ^    ,**) 


2 Ttt 

*)  Setzt  man  e  ^      ==  ic,    so   ist   der    angewandte    Satz    ein    be- 
kannter Satz  über  Potenzreihen. 

**)  Setzt   man  1  +  3  +  5  H +  2n  —  1  =  s,   so   ist  w(2n  -f  1) 

=  1  +  2  +  3  -j-  •  •  •  +  2n  =  6-  -f  2  (1  +  2  +  •  •  •  4-  w)  =  s  +  w  (n  4-  1), 
daher  s  =  n^- 
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folglich 


+  «, 


fiii)  =.  Ä^^ne 


n-  —  7t  i       2n  —  7t  i 

•  e     "^ 


-f-QO 


=     A^e 


{n-  Lo'  -\-2nu)■ 


Wie  man  sicli  leicht  überzeugt,  besitzt  auch  f{'u)  die 
beiden  verlangten  Eigenschaften.  Wir  wollen  die  Bedingung 
für  die  Konvergenz  der  Reihe  aufstellen. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  zuerst  die  Halbreihe 


^»« 


(m-co'  -\-2  nii) 


und  wenden  das  Kriterium  (A)  an,  dass  die  Reihe 


konvergirt,  wenn 


ist.     Nun  ist 


lim 


Vfi 

Vn 


<1 


■^M  +  1  [(2w  +  l)to'  +  2M]  — 


Setzen  wir 


CÖ  .        .  r.  U  fc       I        • 


so  wissen  wir,  dass  ß  nicht  null  sein  darf,  damit  wir  co  und 
cd'  zu  Perioden  einer  doppeltperiodischen  Funktion  wählen 
können.     Es  wird  dann 

V         r     -, 


^_  g— (2w  +  l)/t?^  — 2>;7t,g[(2«  +  l)a  +  2g]7tJ 


daher 


^n-\-l 


Q—{2n-\-l)ß7t  —  2y]7t 


Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 


lim 


'n+l 


<1 
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ist^  ist  daher 

ß>0. 

Ist  ß  positiv  j  so  wird 

V 


lim 
und  die  Reihe 


=  0 


Ttl 


konvergirt  für  alle  endlichen  Werte  von  u. 
Die  zv^eite  Halbreihe 

V{ji'-ta  -\-2nu) —  ^  -^f^    {n^(a-\-2nu)  — 


1+2'' 


transformiren  v^ir  durch  die  Substitution  n  =  —  m  in 

CO  7t  i 

1 

wodurch  die  Summe  dieselbe  ist,  wie  die  frühere^  nur  —  u 
statt  it  gesetzt.  Da  aber  die  frühere  Reihe,  sobald  /3  >  0  ist, 
für  jedes  endliche  u  konvergirt,  so  konvergirt  sie  auch  für 
—  II j  d.  h.  die  letzte  Reihe  konvergirt  unter  derselben  Be- 
dingung. Wir  haben  also: 
Die  Reihe 

~\~  **  7ti 

CO 

Jconvergirt  unbedingt  und  gleichmässig  für  alle  endlichen  u,  sobald 

der  Koeffizient  von  i  in  —  positiv  ist. 
Wir  setzen 


^. 


-\-  CO  jfl 

(u)  =yje  '^  (B) 


so  ersehen  wir,  dass  O'^^u)  eine  eindeutige,  für  jedes  end- 
liche u  endliche  Funktion  ist,  welche  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass 

"^sC^  +  ^)   =  '^3  W 

7t  \ 

/N  y       s       (2u-4-<X}') 

&s(ti+  (X})  =  d'^(u)e   '    ^   '  ^ 
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ist.  Diese  Eigenschaften  bestimmen,  wie  wir  sehen  werden, 
die  Funktion  d'^{u)  bis  auf  einen  konstanten  Faktor,  indem 
die  allgemeinste  Funktion  f(u),  welche  diese  Eigenschaften  be- 
sitzt, sich  gleich 

ergiebt. 

6.  Wir  wollen  aus  der  Funktion  d-^  (;ii)  durch  Hinzufügen 
von  halben  Perioden  noch  drei  andere  Funktionen  ableiten. 
Und  zwar  setzen  wir 

-f-OO  ,  Tt  i. 


[n-  CD  -{-2nu)  — 


.     .    ,  iCäa  +  ioi')  — 

-2(2  u-{--^co') —  ^7    (n- (X)' -\- n Co' -{- 2  n u) 

=  e      ■     '      ^    yne 

^-7    [n~ttj'-{-na)'-{-jOj' -{■{2  7i-{-l)ii]  — 
[in-t^r-cj'-{-2in-\-^)u] 


4-°°    ,,     ,    i,„    ,   .      ,      ,1,      Tti 

=2 


'6 


1  I   ^     f,  Ttt 

y    •.  ,  N  ■k(^2u  —  (a-\--ktx>)  — 


-2 


[(w + -,r- CO' + 2  (?i + +)  (?< — i  oj)]  • 
e 


4"^  1  1  i        Tti 

GO 

CO 

Mit  Rücksicht  auf  das  Verhalten  von  ^s(;u)  gegenüber 
den  Perioden  co  und  co'  erhält  man  zufolge  der  Definitions- 
gleichungen der  einzelnen  '^'-Funktionen  die  Gleichungen: 


(I) 
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^b{u  +  (d)   =-       ^,(ii)  ^,. 

—  (2ii  +  to  )  — 

^o(«   +   G?)     =  '^uW 

—  (2?i  +  w)  — 

.0'Q(if  -)-  ^')  =  —  '^0  W^ 

-(2«  +  w')  — 

d-^(tt  +  (o')  =  —d^^{u)e 

Diese  Gleichungen  sind  mit  Hilfe  der  Reihenentwick- 
lungen der  '0'- Funktionen  leicht  zu  verificiren.  Umgekehrt 
giebt  jedes  Paar  von  Gleichungen  als  Definitionsgleichungen 
der  Funktion  d'  die  entsprechende  Reihenentwicklung,  wenn 
der  konstante  Faktor  Äq  =  1  gesetzt  wird. 

7.    Setzt  man 

^(tt,S,s)=^ne\-\         y  \        ^A    ^2     lU^  (1) 

00 

so  ist  d'iuy  s,  s)  die  allgemeine  Thetafiinktion,  welche  für  spe- 
zielle Werte  von  a,  s    in   die   vier   obigen  ^  übergeht,     s^  s 
heissen  die  Charakteristiken  der  '9'-Funktion. 
Es  ist 

^{u,  0,  —  l)  =  '9'o(w)  ^^ 

wie   aus    der   Vergleichung   der  Reihen   ohne   weiteres  folgt. 
Man  überzeugt  sich,  wie  bei  ^^{u)^   dass   die  Reihe   für 

%'{ii,  8,  e)  konvergirt,  sobald  nur  der  Koeffizient  von  i  in  — 
positiv  ist. 

Es  ist  ferner  * 

^{U,   8  +  2,8')==  ^(U,8,8)  ' 

Hu,8,8+2)  =  {-iy^(u,8,8'),  ^""^ 

denn  ändert  man  s  um  2  und  schreibt  n  —  1  an  Stelle'^von  n, 
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wodurch  die  d'(;u,  s,e)  nicht  geändert  wird^  so  ersieht  mau, 
dass  die  erste  der  Gleichungen  richtig  ist.  Um  die  zweite 
zu  verifiziren  beachte  man,  dass  jeder  Exponent  von  e  in  (1) 
um  (2n  +  6)7ti  wächst  und  dass 

ist.  Man  kann  also  alle  d'iti,  £,  s)  mit  ganzzahligen  Cha- 
rakteristiken auf  die  vier  d'  zurückführen  mit  den  Charakte- 
ristiken 0  0,0  —  1,1  0,1  —  1,  welches  genau  unsere  vier 
'^'-Funktionen  sind.    Ersetzt  man  in  '9'(w,  s,  s)  u  durch 

,        fCo      .         ca' 

«  +  5«  ^  +  ^-jy 

wo  %  und  %  ganze  Zahlen  sein  sollen,  so  wird  der  Exponent 
von  e,  abs'esehen  vom  Faktor  — , 


(»  +  |)'ra'  +  2(n  +  |^(^«  +  jc'l  +  5(|-  +  a'l^ 


Daher  ist 


^U  +  Jc'l  +  ;c|-,  esj 


CO 

also  _  /       ,       ,ra     ,        M  A 

Hieraus  folgt  für  k  =  0,  %  =  2  resp.  %  =  2,  %  =  0, 

'a'(w  +   CO  ,    ££')  =  (—    1)^  ^(U,    88) 

—  (2w  +  to')—  /TT\ 


woraus  man  für  die  speziellen  Werte  der  Charakteristiken 
die  vier  Paar  Definitionsgleichungen  (I)  für  die  vier  'O'-Funk- 
tionen  erhält. 


7t  i 
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Es  ist  ferner 

00 

Da  aber 

^{^'  +  I)  (-  ''  +  Y^)  -  -  2  (^^  +  I)  (^^  +  \^) 

ist,  so  folgt 

^(_ «, ,,') = /(»+9''--^,[(''+Fy'"''-K»+0(''+T°').'  ^ 

also 

%'{—  U,  Ss)  =  (-    iy^>(lf;  ££').  (5) 

da  man  in  der  Summe  n  durch  —  (n  -\-  e)  ersetzen  kann, 
sobald  £,£'...0  oder  1  sind,  was  blos  die  Ordnung  der 
Summation  ändert. 

Von  unseren  vier  '^--Funktionen    sind    also   drei   gerade 
und  nur  eine  ungerade,  denn  es  ist 

^2(_  u)  =  ^,(^(),        0'i(—  u)  =  -  ^1 W- 
8.    Die  Formel 

^{U,   £  +  %,£'  +  %') 

(,  £-{-■/        ■/.    ,\ni 
_       «  +  -^"'+4'")^ 


=  »(u  +  %-  +  K^,eaY^        24/«,  ^^^ 

y.{B'-\-yJ)       ,  l       y.     \ni 

=  (-  l)^^(«  +  «'I  +  >c|,  ea'^/r+l-j  -«T 

giebt  uns   die  Verwandlungsformeln    der   vier  '^'-Funktionen 
ineinander. 

a)  £  =  0,  8  =  0: 

,  /  (X)'\7ti. 
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b)  £  =  0,  £'  =  —  1: 

*s(«)=    ■f^o(«  +  |)=^o(«-|) 

,  /  M'\7ti 

*,00=  ^„(«  +  |  +  f)«^"^^''^  (IV) 

,         /         w'\7ti 

c)  £  =  1 ,  f'  =  0 : 

^(»,  1 + K,  ^) = (- 1)'^^,(« + ^'1  +  4)/(''+^"'"')'^ 

,        /        a»'\  7??' 

^„M  =  i^,(«-|  +  |-)e("+^)^  (V) 

^iM=  ^2(«  -  I)  =  -  ^.(«  +  !)■ 

d)  £  =  1 ;  f'  ==  —  1 : 

^„(„)=i*,(«  +  |-)«V'+^^"  (VI) 

9.  Die  Reihen  für  die  '9'- Funktionen  können  noch  in 
anderer  Form  dargestellt  werden. 

Man  setze  mit  Jacobi,  dem  Begründer  der  Theorie  der 
O'-Funktionen, 


Tti 


so   wissen   wir,   dass   mod  g' <  1   ist,   da    —  einen  positiven 
Koeffizienten  von  i  besitzt.     Es  wird  dann 
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+  00    ,  ^      ,  ^      ^ni         +«>  ^    u     . 

00  CO 

—  1  ?/,  00  ?/ 

■V   7       „    2n~7ti  ■^-^       ^    2n  —  7ti. 

=   ynq'^-e    "^     +  1  +   y^(f'e    "^    • 

—  CO  1 

Schreibt  man  in  der  ersten  Summe  —  n  an  Stelle  von 
n,  so  wird  die  Summe  von  +  00  bis  +  1  zu  erstrecken  sein, 
und  es  v^ird  daher 


—  2n-  Tti  X.  1       „    2 )? -  TT ? 

M- /j  CO 


1  1 

Da  die  Reihen  aber  unbedingt  konvergiren  für  alle  end- 
lichen ?(,  so  kann  man  die  Glieder  mit  cf''  zusammenfassen 
und  hat 


*3 


,    ^  ''^^       o I      2n-Ti7  —  2n—ni\ 


Da  nun 

g.Ti  _|_  ß—xi  ,^^  2cos^ 

ist,  so  ergiebt  sich  0-^(11)  in  der  Form 

^g(^i)  =  1  +  2  ^g^^"cos2n^;r. 


Ändert  man  u  um   —  ^;  so  erhält  man 

a 

CO 

1 

da  cos  (n:;r  -|-  ^)  =  ( —  l)'^  cos  x  ist. 
Es  war  ferner 

— 00     »  — 00 

—  1  j^  CO  ^ 

-  =  xfg  e  -f-  xrg  ^  • 

—  CO  0 

In  der  ersten  Summe  setzen  wir  für  n,  —  n  —  1,  wo- 
durch sie  von  -|-  c»  bis  0  für  das  neue  n  zu  erstrecken  ist 
und  es  ist 
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CO  0 

0 

00 

0 

CO 

0 

oder^  wenn  man  für  n..  n  —  1  einführt, 

OD 

1 
Ändert  man  u  um   —  ir,  so  wird 

2  ' 


-^ 


^(^,)  =  2g^2(—  l)'^-ig^'('^-i)sin(2^  —  1)— :r, 


da 


cos  {2n  —  l)\x  —  ^ )  =  ( —  l)''"~^sin  {2n  —  \)x 
ist.     Fassen  wir  die  vier  Formeln  zusammen,  so  ist  also 

OD 

%'^{ti)  =  1  +  2^g^'cos2^^^:;g 

1 

CO 

^^(^r)  =..  1  -I-  22(-  l)'^g^^"cos2w^:;r 

00       '  (VII) 

^^{li)  =-  22^2g'^(«-i)cos(2M  —  l)-^7r 

1 

00 

'^i(w)  =  2q^^^{~  l)'^-ig'^(«-i)sin(2n  —  Ij-^tt. 
1 

Hieraus  ersehen  wir  wie  früher,  dass 

#3  (-  ll)   =  ^3  (^0  '^0  (  -  ^0   =  '^0  {^^) 

^2  (—  ^0  =  ^2  (^0      '^1  (--  ^0  =  -  ^1 00 

ist,  d.  h.  dass  nur  die  Funktion  ^i{^i)  ungerade,  die  übrigen 
gerade  Funktionen  von  ii  sind.  Es  ist  ferner,  wenn  ^{0)  =  ^ 
gesetzt  wird, 
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CO 

*3=l  +  2^«2»'  =  l  +  2(2  +  g*  +  3»  +  g>«  +  2^5+...) 

1 

CO 

^^  =  1  +  2^  (-1)«  q^^^=l  -  2  (g  -  ^4  +  g^  -  gi^  + . . .)  (VIII) 


^. 


2gT  VgM'^-l)==2g^(l+g2+g6+g^2  +  g20+...) 


'^1  =  0. 

Diese  Reihenentwicklungen  für  die  d'(n)  und  d'  sind 
äusserst  konvergent,  da  |  g  |  <  1  ist  und  die  Potenzen  von  q 
äusserst  rascli  wachsen. 

10.    Wir  sahen  soeben^  dass 

'^1 0^  —  ^)     ^^^     u  =  a  * 

verschwindet,    da    aber    bei    der   Addition    von    mco  -)-  m  cj' 

(m,m    ganze   Zahlen)   zum   Argument    die   -O^^ -Funktion   sich 

reproduzirt  multiplizirt  mit  einem  Exponentialfaktor,  so  muss 

auch 

^^(ii  —  a  -\-  mco  -{-  m  co')  =  0 

sein  für  ii  ■-==  a^  d.  h.  es  ist 

wenn  m  und  m  beliebige  ganze  Zahlen  sind.  Man  ersieht 
aber,  dass,  wenn  'O-j  (ii  —  a)  =  0  wäre  für  u  —  a  =  ß,  wo  ß 
innerhalb  des  ersten  Periodenparallelogramms  läge,  dass  auch 

^^{ß  -{-  mcD  -{-  m  cd')  =  0 
wäre,  d.  h.  aus  jeder  Yerschwindungsstelle  der  Funktion 
'^1  (^^  —  ^)  innerhalb  des  ersten  Periodenparallelogrammes 
folgen  unendlich  viele,  jede  als  eine  dazu  kongruente  Stelle 
in  jedem  der  unendlich  vielen  Parallelogramme,  die  man  aus 
C9,  co'  konstruirend  neben  einander  legen  kann.  Können  wir 
daher  nachweisen,  dass  ^-^(11  —  a)  nur  einmal  innerhalb  des 
ersten  Parallelogramms,  nämlich  für  u  =  a,  verschwindetj  so 
sind  alle  Nullstellen  von  ^i(ti)  in  der  Formel 

II  =  mc3  -)-  m'co' 

enthalten,  wo  m,  m'  ganze  Zahlen  sind. 

Wir  bemerken,  dass  ^i(ti)  für  keinen  endlichen  Wert  u 
unendlich  wird. 
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Nun  ist  jd  log  d-^  (ti  —  a)  genommen  längs  der  Be- 
grenzung einer  Fläche,  innerhalb  welcher  d'^  (ii)  eindeutig  ist, 
und  die  den  Punkt  u  =  oc  nicht  einschliesst,  gleich  27tin, 
wenn  n  die  Anz'ahl  der  Nullstellen  von  ^^^  (tt  —  a)  ist  (vergl. 
Satz  13,  S,  57),  da  d^^(u  —  a) 
nicht  unendlich  werden  kann. 

Wir  nehmen  das  Perioden- 
parallelogramm Oahc  (Fig.  21), 
als  die  Fläche,  längs  deren  Be- 
grenzung das  Integral  zu  er- 
strecken ist,  wobei  — 

Oa  =  CO  =  ch,  Oc  =  ca'  =  ah 

ist.    Es  ist 

27tin  =  fdlog&i  (u  —  a) 


Fig.  21. 


Oabc 


=J\dlogd'-i^(n  —  cc)  -\-J\d\ogd'^(ii  —  '^O+Zl  <^?log  '^i  0'  —  ß:) 

Oa  ab  bc 

0 

+  fl  dlogd-^  (fi  —  a)  *) 

cO 
CO  w-f-cy'  w' 

=  f\d log  -O-j  (w  —  a)  -{-f\d log  d^^^n  —  a)  -\-f\d log  d"^ {n  —  a) 

0 

+  rit^  log  #1  (u — cc). 

cu' 

Im  dritten  Integral  setzen  wir  u  =  ii  -j-  o',  da  dann 

'^1  (^^  —  ^)  =  '^1  (^t  —  CC  -{-  o  )=  —  '0'j^(w  —  a)e  "' 

ist,  so  ist 
log'9'i (u  —  «)  =  log(—  1)  +  logO-i  (^«'—  «)  —  (2u—  2 ß  +  «  ) 


X  m 


dlogd'^(u  —  «)  ==  ^log'9'i(«' —  a)  — 


27ti 


du 


J\d\og ^1  (?r  —  f^)  =  J  I ^ log d'^  {u  —  a)  —  -^J  j  dn 


tu-)-w' 


ü 


d  log  'O'i  (?/ —  a)  -\-  27ii. 


*)  Unter  /|  das  längs  der  Geraden  Oa  hin  erstreckte  Integral  ver 
standen.  Oa 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  5 
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Im   zweiten  Integral   setzen    wir  u  -\-  cj  =  U]   da   dann 
dlog  'ö'i  (ti  —  a)  =  dlogd'^  (u  —  a) 
wird,  so  ist 

(x)-\-co'  (xl 

Jd\ogd'i(u  —  a)  =Jdlogd'^(ii  —  a). 

Führt  man  diese  Werte  der  Integrale  in  obige  Gleicliung 
ein,  und  ersetzt  die  Integrationsvariable  u    durch  u,  so  wird 

2jtin  =Jd\ogd'-i^{u  —  a) 

Oabc 

=J\d\ogd'^(u  —  a)  -{-ßdlogd'^iii  —  a) 


0 


—  /jt^log'ö'i  (ii  —  a)  -{-  27ti  — ßdlogd"^  (it  —  a) 

ü  0 

=  27ti, 
d.   h.  n  =  \\   es    verschwindet   also  ^^  {u  —  cc)  nur   einmal 
innerhalb  des  Periodenparallelogrammes  und  zwar  für  ii  =  a 
und  daher  sind  alle  Werte  von  ii,  für  welche 

^^{u)  =  0 
ist,  enthalten  in 

u  ^=  mco  -\-  m  (d\ 

Betrachtet  man    die    Formeln    (VI)    S.   61,    so    ergeben 
sich  hieraus  die  Werte,  für  welche  die  übrigen  '^'-Funktionen 
verschwinden.     Wir  erhalten  auf  diese  Art: 
d^^(i()  =  0     für     u  =  mG3  -{-  mm' 
'^2W  =  ö      V       ^i  =  (ni  +  \)(D  +  ma 
^^(li)  =  0      „       u  =  {m  -\-  ^)co  +  (ni  +  ^)m 
'^oOO  =  ö      "       ^^  =ma)  +  {m  +  \)(d', 
wobei  m,  m    ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind.     Zu- 
gleich  sind  die  Werte  von  u  die   einsigen,    für    welche   die 
'O'-Funktionen  verschwinden. 

11.  Mit  Hilfe  der  aufgestellten  -^-Funktionen  ist  es  nun 
leicht,  doppeltperiodische  Funktionen  zu  bilden.     So  ist 

(p(u)  =  Cttt-^? 
c  eine  beliebige   von  2i  unabhängige  Grösse,   eine   eindeutige 
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Funktion   von 


w. 


welche    die   Perioden   2(x)    und   co'    besitzt. 


Dass  g)(tt)  keine  Konstante  ist  ersieht  man  daraus,  dass  sie 

für  u  =  —  unendlich   und   für  u  =  0   null  wird.     Da   ferner 

r  I        \  -a-i  (m  +  cö) 

^  ^  '        ^  -9-0  (^^  -j-  ") 

ist,  so  ist 


g)  (^t  +  2  co)  =  —  9  (^^  -J-  ^)  =  9  C^O* 
Ebenso  ist 


I  Tli 

—  (2M  +  CU) 


daher: 


(p  (u  +  co')  =  (p(it). 
In   ganz   derselben  Weise   erkennt  man,   dass   die   Quo- 


tienten : 


&^{u) 

&,{u) 

&,iuy 

&,{u) 

^2  (.u) 

^o(^) 

&,{ity 

-^2(^0 

^3  (tt) 

#oW 

^o(m)^ 

^sW 

^iW 

^,(^0 

Q'.iuY 

^IW 

^1  {u) 

^3^ 

&s(uy 

^iW 

-9-2  W 

^3(^) 

^A^y 

^2  (^0 

die  Perioden  2g)  co'       haben, 

V  )f  2  CO  CO  -\-  co'  ,, 

,,  „  CO  2  CO  „ 

„         „  G)  2go  „ 

„  „  2C0  CD  +  CO     ,, 

,,  ,,  2i  CO  CO  ,, 


also  mit  beliebigen,   von   tt   unabhängigen  Grössen   multipli- 
zirt  doppeltperiodische  Funktionen  liefern. 


ft* 
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Funktionen. 

12.  Jede  eindeutige  dopi^eltperiodisclie  Funktion  ivird  inner- 
halb eines  Periodenparallelogramms'^)  ebenso  oft  unendlich  als  null. 
Wir  wollen  voraussetzen,  dass  jede  Null-  oder  ünend- 
lichkeitsstelle  der  Funktion  eine  einfache  ist,  da,  wenn  dieselbe 
mehrfach  ist,  dies  bei  dem  Zählen  derselben  immer  als  ein 
Zusammenrücken  mehrerer  einfacher  aufgefasst  werden  kann. 
Ist  die  Stelle  u  =  a  eine  i'-fache  Null-  oder  Unendlichkeits- 

,  stelle,    so    ist    auch    in    obiffem 
-"y         Satze    diese    Stelle    als    v    Null- 
-/  oder   Unendlichkeitswerte   einzu- 

^4^  führen.  Hat  also  die  doppeltperio- 

dische  Funktion   F{ii)  innerhalb 
des  Periodenparallelogrammes  0, 
ß,  5^  +  ^',  9.'  ...  m  Nullstellen 
und  n  Unendlichkeitsstellen,  so  ist  nach  Satz  13  d.  E.,  S.  37 

jd  log  F{u)  =  27ti(9n  —  n), 

unter    %    die    Kontur    des    krummlinigen    Parallelogrammes 
Fig.  22  verstanden.     Nun  ist 

fdlogF(u)=fd\ogFu+fd\ogFu-}-fd\ogFu+Jd\ogFu/'-'') 

n  ü  Si  si-]-Si'  S2' 


*)  Wir  setzen  immer  ein  primitives  Periodenparallelogramm  voraus, 
d.  h.  ein  solches,  dessen  Seiten  primitive  Perioden  sind.  Die  eine  Ecke 
möge  u  =  0  sein,  was  unwesentlich  ist. 

**)  Sollte  auf  dem  Integrationswege  ein  Unstetigkeitspunkt  von 
d]gF{u)  liegen,  so  kann  man  denselben  so  abändern,  dass  der  neue 
Weg  nicht  hindurchgeht,  wodurch  der  zu  diesem  prarallele  Weg  auch 
durch  keinen  solchen  Punkt  führen  wird. 
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Im  zweiten  Integral  bewegt  sicli  die  Integrationsvariable  von 
Sl  nach  ^  +  ^\  ersetzen  wir  sie  durch  ii  +  ^,  so  wird  ii 
von  0  nach  Sl'  laufen  und  es  ist  dann 

fcnogFu^ß\ogF(tt+Sl)  =fd\ogFii=fcnogFu, 

i2  0  ü  ü 

da  F(it  -j-  Sl)  =^  F{ii)  ist,  und  das  bestimmte  Integral  von 
der  Integrationsvariablen  unabhängig  ist,  denn  der  Weg  der- 
selben ist  vorgeschrieben.  Ersetzt  man  in  dem  dritten  Inte- 
gral u  durch  li  -\-  ß',  so  wird  ti  die  Werte  von  5i  nach  0 
durchlaufen  und  da  auch 

F{ii  +  Sl')  =  F{ii) 
ist,  so  wird 

i2'  0  0 

Jd\ogF{it)  =Jd\ogF(:a  +  5^')  =fdlogF{u), 

also  ist 

_Q  i2'  0  0 

Jd  log  F(u)  =fd  logFu+fd  logFu+Jd  \ogFu+Jd  \ogFu=0, 

21  0  0  <2  ii' 

da  sich  das  erste  und  dritte,  sowie  das  zweite  und  letzte 
Integral  gegenseitig  aufheben. 

Mithin  ist 

m  =  n, 

wodurch  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist. 

13.  Jede  eindeutige  dopxdeltperiodisclie  FunMion  nimmt 
einen  teliebig  gegebenen  Wert  A  eben  so  oft  an,  als  sie  unend- 
lich oder  null  wird.  Denn  F{ii)  —  A  ist  eine  doppeltperiodische 
Funktion  von  Uj  welche  genau  so  oft  unendlich  wird,  wie 
F{u)j  also  muss  F{\i)  —  A  =  0  eben  so  oft  werden,  als  F(u) 
unendlich  oder  F{ii)  =  0  wird.  Hierbei  ist  als  Voraus- 
setzung, dass  F{ii)  ==  A  für  u  =  a  wird,  aber  so,  dass  F\a) 
nicht  null  ist,  weil  sonst  F(u)  —  A  für  u  =  a  zweimal  null 
werden  würde.  Ist  also  A  =  F(a)  und  F\a)  =  0,  so  ist 
eine  solche  Stelle  so  zu  zählen,  dass  F{_a)  zweimal  gleich 
A  wird. 

Man  nennt  eine  doppeltperiodische  Funktion,  welche  im 
primitiven  Periodenparallelogramm  n-mal  unendlich  wird, 
eine  doppeltperiodische  FunMion  n^^"^  Ordnung.     In  dem  Vor- 
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stehenden  und  Folgenden  ist  n  stets  als  endliche  Zahl  anzu- 
nehmen. (Vergleiche  die  Bedingungen  für  den  Satz  13  und 
8  der  Einleitung.)  Dann  können  wir  die  Sätze  12  und  13 
einfach  so  ausdrücken: 

Eine  cloppeltperiodische  FunMion  n^^'^  Ordnung  nimmt  jeden 
Wert  genau  n-mal  in  einem  primitiven  Feriodenparallelogramme 
an,  d.  h.  wenn  das  Argument  ii  derselben  nur  Werte  an- 
nimmt von  der  Form  ^Sl  -\-  ^' ^\  wo  0  ^  |  <  1,  0  ^  |'  <  1. 

14-.  Für  jede  eindeutige  doppeltperiodische  FunMion  ist 
die  Summe  der  logarithmischen  Besidua  null. 

Nach  Satz  14  S.  41  ist 

n  n 

CF{u)  du  =  27ii^  [F(w)](«-a,)-i  =  27ti  ^  Ä,, 
%  1  1 

wenn  F{a^)  =  oo  ist  und  [F(u)]{i(—a  ,)— i  =  Äy  der  Koeffizient 
von  (u  —  ccj)~'^  ist  in  der  Entwicklung  von  F(u)  in  der 
Umgebung  von  a^,  da  wir  %  so  wählen  werden,  dass  der 
Punkt  11  =  00  nicht  innerhalb  liegt.  Wir  nehmen  als  51 
das  Periodenparallelogramm  (Fig.  22),  und  es  ist 

S2  S2  +  S2'  S2'  0 

fF{u)du=fF(u)du  +fF{u)du  +jF{u)du  +fF(ii)du  =0, 

ai  ü  S2  i2+^2'  S2' 

da  F(u  +  ß)  =  F(u)  und  F(ti  +  ß')  =  F(u)  ist.    Mithin  ist 

n 

1 

Wäre  nun  jedes  Ä^  =  0,  so  könnte  F(u)  nur  so  unendlich 
werden,  dass  jede  Unendlichkeitsstelle  eine  mehrfache  wird. 
Wird  F(u)  innerhalb  des  Periodenparallelogramms  nicht 
unendlich  gross,  so  kann  F(ii)  für  keinen  Wert  innerhalb 
des  Periodenparallelogramms  auch  verschwinden,  d.  h.  F(u) 
wird  überhaupt  für  keinen  endlichen  Wert  von  u  unendlich 

gross  oder  null.    Da  also  F(u)  lebenso    -r^,  ,1  als  eindeutige 

°  L  -^W  J 

Funktion  von  u  für  keinen  endlichen  noch  so  grossen  Wert 
von  u  unendlich  werden  kann,  sondern  stets  dieselben  end- 
lichen Werte   annehmen  muss,    die   es  im   ersten  Parallelo- 
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gramme  hatte,  so  muss  F{ii)  von  u  unabhängig,  d.  h.  eine 
Konstante  sein.'''")     Daher: 

Jede  doppeltperiodische  eindeutige  Funläion,  tvelcJie  inner- 
halb eines  Periodenparallelogrammes  nicht  unendlich  ivird,  ist 
eine  Konstante.  Eindeutige  doppeltperiodische  FunMionen,  welche 
nur  für  einen  Wert  von  u  innerhalb  des  Feriodenparallelo- 
grammes  einfach  unendlich  tuerden,  existiren  nicht. 

Denn  soll  F{ii)  für  u  =  a  einfach  unendlich  werden, 
so  muss 

^(")  =  -^^  ^B  +  B,{u-a)  +  --. 

sein,  da  aber  nach  eben  bewiesenem  EAv  =  0  sein  muss,  so 
müsste  A  =  0  sein,  d.  h.  F{ii)  würde  für  u  =  a  auch  nicht 
unendlich  werden,  müsste  daher  eine  Konstante  sein. 

Doppeltperiodische  Funktionen  niedrigster  Ordnung  sind 
daher  die  von  der  zweiten  Ordnung.  Sind  die  beiden  ünend- 
lichkeitspunkte  von  einander  verschieden,  so  ist: 

-fX'O  =  -^^  +  -B  +  Bi(«  -«,)  +  ••• 

F{n)  =  ^^  +  5'+  £/(«  -«,)  +  ••• 

sein  in  der  Umgebung  von  a-^  resp.  a^.  Sind  aber  die  beiden 
ünendlichkeitspunkte  nicht  verschieden,  dann  wird  F{u)  für 
li  =  a  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich  und  es  muss 

■P'C«)  =  (^1).  +  i?  + -Bi  («  +  «)  +  •■  •, 

sein,  d.  h.  das  Glied  mit  muss  ausfallen.   . 

'  u  —  a 

Zusatz.  Soll  eine  eindeutige  für  alle  endlichen  Werte 
von  u  endliche  Funktion  von  u  den  beiden  Gleichungen 


*)  Denn  da  F{u)   für  alle   endlichen  u  endlich  bleibt  und   ein- 
deutig ist,  so  gilt  um  den  Punkt  a  die  Entwicklung 

F{u)  =  A-\-  J_i(tt  —  a)  4-  Ä^{u  -  af  +  A^{u  —  af  -\-  ■  • - 

für  alle  endlichen  noch  so  grossen  u.  Wenn  aber  u  über  alle  Grenzen 
wächst,  so  wird  die  Reihe  rechts  auch  über  alle  Grenzen  wachsen 
müssen,  d.  h.  F{u)  selbst  ins  Unendliche  wachsen  müssen,  wenn  nicht 
A^  =0,  J.2  =  0  .  .  .,  also  F{u)  =  A  eine  Konstante  ist. 
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cp(ti  -\-  cj)  =  (—  ly  (p(_tt) 

genügen,  so  muss  (p(u)  =  C .  d'^ii,  es')  sein,  wo  G  eine  von 
II  unabhängige  Grösse  ist  und  d^iii,  es)  die  in  (7)  S.  58  auf- 
gestellte O'-Funktion  ist.     Denn  es  ist 


eine  doppeltperiodische  Funktion  mit  den  Perioden  w  und  c?'; 
also  ist 

Nun  soll  9)(^)  nicht  unendlich  werden,  also  kann  f(ii)  nur 
unendlich  werden,  wenn  xt{Uy  es)  =  0  ist.  Wie  wir  sahen 
verschwindet  aber  ^'{ii,  es)  nur  für  einen  Wert  von  u  ein- 
fach innerhalb  des  Feriodenparallelogramms,  also  könnte 
f{}i)  nur  für  einen  Wert  von  ii  innerhalb  des  Perioden- 
parallelogramms unendlich  von  der  ersten  Ordnung  werden, 
und  daher  muss  f{ii)  eine  von  ii  unabhängige  Konstante 
sein,  folglich  ist 

(p  (li)  =  C  .%"  (u,  E  e). 

15.  Wird  F{ii)  =  A  mir  für  u  =  ti^,  u^  ...  w„,  ohne 
dass  F'(ttr)  =  0  wäre,  ist  also  F{ii)  eine  doppeltperiodische 
FunMion  n^^^  Ordnung,  so  ist 

^1  +  ^^2  +  %  +  •••  '^^n  =  Cy 

wo  c  eine  von  u  und  von  A  unabhängige  Grösse  ist  (Liou- 
ville'scher  Satz). 

Es  sei  F{u)  =  oo  für  u  =  cc^,  cc^  . .  .  an,  diese  also  lauter 
einfache  Unendlichkeitsstellen  und  alle  im  ersten  Perioden- 
parallelogramm.    Dann  ist 


^Jud\og(F{u)  -  A)  =  j-^y 


J=  I  udlog:  (F(u)  -  A)  =   I  ^^  du 


5Jl  21 

n 

pj  Fju) 


=  2^i  [2^/^^^^  +i;/F(5. 


,  du 

—  A. 


Uy  üy 

nach  Satz  14  S.  41. 
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Es  ist  aber 


/ 


^Ä^^  du  =  2 


F{u)  —  A 


Ttlliy 


F'{u) 


F{u)  —  A 


iu  —  w,,)" 


j  =  27tiuv, 


denn   es  ist  F(u)  —  A  =  (tt  —  iiv)(p(ti),   wo  (piii,')  =  A^O 
ist,  also  ist 


du 


log  {Fu  —  Ä) 


F'  (u) 


.      cp  u 

u  —  tt     "'      cpu  F{u)  —  A 


du 


und  (p{u)  verschwindet  nicht  in  der  Umgebung  von  w^,  wird 
auch    nicht    unendlich,    also    ist   — —-    endlich.     Genau    so 


ergibt  sich 


j 


^^K^.  dtt  =  -  2 


F{u)  —  A 


Ttta^y 


da 


F'iu) 


du 


du  ""^  '^"'  ""       ""^         ti  —  a     '      ip{u)  F{u)  —  A 

ist.    Also  folgt,  wenn  wir  51  als  das  Periodenparallelogramm 
(Fig.  22)  nehmen: 

u  d\og(Fu  —  Ä)==  27ti    ^vUy  —  ^var    . 

21  L    1  1  _ 

Andrerseits  können  wir  J  direkt  berechnen.     Es  ist 

J=Judlog{Fu—Ä)-\-fud\og(Fu  —  Ä)-\-fudlog(Fu—Ä) 

0  £2  Si-{-S2' 

0 

+  fu  d  log  (Fu  —  A) ; 

ersetzt  man  im  zweiten  Integral  u  durch  u  -\-  ^j  im  dritten 
durch  li  -f-  Sl\  so  wird 

n  S2' 

J=Jud  log  {Fu  —  A)  +f{u  +  5^')  d  log  (Fu  -  A) 


+  / (w  4-  ^0  d log  {Fu  ~  A)  +J udlog  {Fu  —  A) 
und  wenn  man  die  sich  aufhebenden  Integrale  fortlässt 


J2' 


i2 


J  =  ^Jd\og {F{u)  —  A)—  srfd log  {F (u)  —  A). 
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Setzt  man  nun 

F(it)  —  A  =  e% 
wo  z  die  neue  Integrationsvariable  sein  soll,  so  wird 

F{0)    —  A  =  e- 

F{^)  —  J.=  r-°+^^^% 
wo  %  und  %    ganze  Zahlen  sein  müssen,  da 

F{(S)  =  F{^')  =  F{^) 
ist.     Dann  wird 

ZQ-\-2y.'  Tii         ZQ^y.Tti 

d.     k 

J  ==  27ti  (%Sl  —  kSI'). 

Nun  folgt  ohne  weiteres,  dass  J  von  A  unabhängig  ist. 
Denn  ändert  man  A  unendlich  wenig  ab,  so  müsste,  wenn 
J  von  A  abhängen  würde,  sich  dieses  auch  im  Allgemeinen 
unendlich  wenig  ändern.  Da  aber  k  und  a'  ganze  Zahlen 
sind,  so  kann  sich  J  nur  um  Sl  oder  Sl'  oder  allgemein  um 
mSl  —  ni  ^'  ändern,  welche  Grösse  nie  unendlich  klein  sein 
kann,  also  kann  J  von  Sl  nicht  abhängen. 
Es  ist  überdiess  auch 

dJ         ^    ['  d]g{Fu  —  A)  ^,    /*  d lg  {Fu  —  Ä) 


rd]g{Fu-A)  _  ^,  r 


dA  J         Fu  —  A  J        Fu 

0  0 

2o-\-2y.'7ti  Zo-\-2y.7ti 

=  £1   I  e~^ds  —  9f   l  e~^d0  ==  0, 
also  J  von  A  unabhängig.     Daher  ist 

n  71 

1  1 

und 

n  n 

1  1 

wodurch  der  Satz  bewiesen.^') 

*)  Würde  für  u  =  u^,...  F{u)  —  A  =  {u  —  u^y  [B -i-B,{u- u^)  +  •  •  •] 
sein   und  B   von  Null  verschieden,   d.  h.  würde  F(u)  für  u  =  u^  den 
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Wird  also  F{ii)  =  0  für  u=  ß^,  ß2  .  .  .  ßn,  so  ist 

n  n 

1  1 

also  ist 

n  n 

1  1 

Wenn  sich  zwei  Grössen  it  und   v  nur  um  ganzzalilige 
Vielfache  der  Perioden  Sl,  ^'  unterscheiden,  wenn  also 

{m,  m  ganze  Zahlen),  so  wollen  wir  v  ^  u  (mod.  Sl,  Sl')  schreiben 
und  V  congruent  tt  modulo  Perioden  nennen.     Es  ist  also 


^]  II y  EE  ^v  ay  (mod  ^,  Sl') 


Wir  können  nun  immer  einfach  bewirken,  dass  die 
Summe  der  Argumente,  für  welche  eine  Funktion  einen  be- 
stimmten Wert  annimmt,  ^  0  ist.     Setzen  wir  nämlich 


(y.-l) 

Wert  A  %-mal  annehmen,  also  F'{u^)  =  0,  F" (u^)  =  0  . . .  F{u^)  =  0 
sein,  so  ergibt  sich   Cud\g{F{u)  —  Ä)  =  2niyiu^,   d.  h.    es   würde  in 

Uy 

n 

der     "x^'^ra  ^^^  Argument  ku^  als  Summand  auftreten,  das  ist  genau 

1 
so,   als   ob   H   der  Werte  u^  einander   gleich  würden.     Ebenso  verhält 

es  sich  mit  den  Unendlichkeitsstellen,  wenn  F{u)  —  Ä  für  u  =  a^^  un- 
endlich von  der Aten Ordnung  wird, dann  \^iCud\g(F{u)  — A)  =  —  27111  a^^^ 

also  tritt  in  der  Summe  der  a  die  Grösse  a.^^  Z-mal  auf.  Ist  also  jede 
Stelle  %i^  eine  H^-fache  Nullstelle  von  F{%C)  —  A  und  jedes  a ^^  eine 
X  -fache  Unendlichkeitsstelle  von  F{u)  —  J.,   so   kann  die  Gleichung 

n  Vi 

des  Textes  auch  geschrieben  werden :   ^v  -a^ u^,  =  ^  l   a^^-j-n  Sl  —  >t Sl\ 

1  1 

n  in' 

wobei   ^v  Xj,  =    ^  l    =  n  ist. 
1  1 
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n 

2"^ 


V  =  U  — 


n        ' 

50  ist 

n  n  n 

^vVv  =  ^l'Uv  —  ^iar  ^  0  (mod  Sl,  5i'). 

111 

Die  doppeltperiodisclie  Funktion  F(ii)  wird 

F(i,)  =  F  {v  +  ^^)  ==  F,iv) 

eine  doppeltperiodisclie  Funktion  von  v  mit  denselben  Pe- 
rioden Sl^  Sl'^  nur  ist  das  Periodenparallelogramm  dieser 
gegen  jenes  verschoben. 

0,  Sly  ß  +  £l'j  Sl'    sei    das 

Periodenparallelogramm  für  F(ti) 

n;       I  si-n'   I        (Pig-   22  a),    das    Argument    von 

a  == Dann    ist    das    um 

n 

Oa  in  der  Richtung  0«  mit  sich 
selbst  parallell  verschobene  Pa- 
rallelogramm     das     Periodenpa- 
rallelogramm für  F^(v)  =  F\y  -\ -—)  • 

16.     Jede   doppeltperiodisclie  Funktion   mit  den  Perioden 

51  und  fl'  hann  durch  die  ^-Funktionen  mit  denselben  Perioden 
ausgedrückt  werden.     (Hermite'scher  Satz.) 

Es  sei 

F(u)  =  0     für  ^f  =  /3,,  /32  .  . .  ßn 

jeder  dieser  Werte  entspräche  einer  einfachen  Null-  resp. 
Unendlichkeitsstelle,  F{u)  sei  also  von  der  n^^^  Ordnung;  dann 
wissen  wir,  dass 

n      •  n 

1  1 

ist;  WO  %,  K   ganze  Zahlen  sind. 
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Bilden  wir  die  Funktion: 

^W  —    &^(u  —  c(,)  -9-1  (u  —  a^)  ...  -^1  {u  -  aj    ^  ' 

SO  ist 

g) (ii  -\-  ^)  =  cp(u) 

cp(t(-f  i^')=  cp{u).e     ^  ^'-  .e     ^^ 

2{y:Sl-y.9J)'^+2y.^7ii 

=  (p{u)  e  ^^  ^^ 

d.  li.  (p{u)  ist  ebenfalls  eine  doppeltperiodisclie  Funktion  mit 

den  Perioden  ß  und  !^\ 

Es  wird 

(p{u)  =  0     im  n  =  ß^,  ß2  '  '  '  ßn 
und 

und  nur  für  diese  Werte  und  zwar  für  jeden  einfach  null 
resp.  einfach   unendlich.     Daher  wird   die   doppeltperiodische 

eindeutige  Funktion   — M   für  keinen  Wert  von  u  innerhalb 

°  qp  {u) 

des  Periodenparallelogrammes  null  oder  unendlich^  sie  ist 
folglich  eine  Konstante,  also  ist 

wobei 

.n  n 

1  1 

ist.  Man  erkennt  hieraus,  dass  für  eine  doppeltperiodische 
Funktion  nicht  alle  Werte  gegeben  sein  können,  für  welche 
sie  verschwindet  und  unendlich  gross  wird,  sondern  dass 
einer  dieser  Werte  der  Bedingung  gemäss 

Eß,  —  Ea^  =  0  (mod  Sl,  Sl') 

bestimmt  werden  muss,  sobald  alle  übrigen  gegeben  sind. 

Die  obige  Form  von  F(^ii)  lässt  sich  noch  etwas 
modificiren. 

Nach  1,  S.  (59),  Formel  (4)  ist,  wenn  £  =  1,  e'  =  —  1 
und  2%',   —  2%  an  Stelle  von  %^  %  gesetzt  werden: 
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daher 


'i.Y.  -7=j-  ni 


setzt   man  nun   v  =^  u  —  Ußy  =  u  —  Za,,  —  (kSI  —  %ß'), 
so  wird 

2y.  ^ni  y.'  —  y.     2y.  ^  ni      yr-  -^  ni    ^'-^  {u  —  ^«  J 

oder  wenn 

(—  1)        e     ^^       e    ^-  ^ 

gesetzt  wird 


o 


2x  -ry  7?«               Q'^  {u  —  ^a,,) 
p     '"-       —  p . 

Setzt  man  nun  diesen  Wert  für  die  Exponentielle  in 
q)(u)  ein,  lässt  c  in  C  eingehen,  so  wird: 

WO  nur  lauter  'ö'^-Funktionen  auftreten. 

Man  ersieht  sehr  leicht,  dass,  wenn  u  =  ß^  eine  fi-fache 
Nullstelle  von  _F(t^)  wäre,  dann  statt  ^^(u  —  ft)  der  Faktor 
[^i(u  —  ßy)y  aufzutreten  brauchte,  damit  dieselben  Schlüsse, 
wie  früher,  gelten,  denn  dann  muss  in  Ua^  .  ,  .  a^  ft-mal  auf 
treten,  also  Ua-i,  =  ^a^  -{-  a^  -\-  cc^  -{-•-•  an'  sein. 

17.  Die  doppeltperiodischen  Funktionen  niedrigster  Ord- 
nung, welche  existiren,  sind  die  zweiter  Ordnung.  Es  sei 
(p{ti)  eine  solche  Funktion,  so  wird  dieselbe  innerhalb  des 
Periodenparallelogramms  Sl,  ii'  zweimal  unendlich  gross  und 
zwar  sei  diess  für  ?*  =  7i,}^2  ^^r  Fall.     Wir  setzen 

71+^2  =  c. 

Soll  nun  (p{^l)  =  A  und  (p{v)  =  A  sein,  so  muss 

u  -{-  v^c  (mod  Sl,  5i'), 
d.  h. 

V  =  C  —  II  -\-  %  ^  —  %Sl\ 
daher  ist 
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Setzt  man  für  u  -  ■  •  —-  -\-  u  ein,  so  wird 

^{y  +  ")  =  ^{y-  '') ' 

d.  h.  q)  (-   +  u)  ist  eine  gerade  doppeltperiodische  Funktion 
zweiter  Ordnung  von  u,  welche  unendlich  wird  für  ti  gleich 

li^J^  und  -  lLJr_j:^ 

2  2 

denn  es  ist 

Sind  ;^i   und  y2   von   einander  versehiedenj   so  wird  9)(^^) 
für  jede  Stelle  einfach  unendlich,  dann  werden  — ^-^  und 

—     ^  einander  mcA^  congruent  nach  den  Perioden  sein; 

denn  wäre 


71  —  72    _  7i   —  72 


(mod  ß,  i^'), 


so  müsste 
oder 


?!  ~  ^2  ^  0  (mod  iß,  iß') 

T'i  ^  ;^2  (iiiod  iß,  iß') 

sein,    was    wir    nicht  voraussetzten;    daher   wird   ^  i 1-  «) 

auch  für  zwei  von  einander  verschiedene  Stellen  des  Perioden- 
parallelogramms einfach  unendlich,  an  denen,  für  welche 

u  =  ±  ^-S"-^  (n^otl  ^,  ß') . 

Wäre   aber  y.^  =  y^,   dann   müsste   (p{ii)   für  u  =  ^^^    doppelt 
unendlich  gross  werden,  dann  wird  aber  auch 

für  ^^  ==  0  doppelt  unendlich  gross. 
Da 

9^  (y  +  ^)  =  9^  (y  -  ^0 


ist,  so  ist 


^'  (2  +  ^7  ==  ~"  9^'  (y  ~  ^^)  ' 
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g)'(H)==— ^^  gesetzt,  d.  h.  q)' i— -\- u)  ist  eine  ungerade 
doppeltperiodisclie  Funktion  mit  denselben  Perioden  wie 
9)  (—  -{- n)  oder  (p(u).    Wird  y^  niclit  gleich  72  angenommen, 

d.  h.  wird  g)  (it),  also  auch  g^  ( —  +  u)  für  zwei  von  einander 

verschiedene  Werte  von  it  unendlich  gross,  so  ist  cp'  (—  -\-  ii) 
eine  doppeltperiodische  Funktion  vierter  Ordnung.  Ist  aber 
y_^  =  y^^  SO  ist  (f' \Y  +^7  ®^^^  doppeltperiodische  Funktion 
dritter  Ordnung. 

q)\-^-{-  u)  kann  als  Ableitung  der  eindeutigen  Funktion 

(pi-^  -\-uj  nur  unendlich  werden,  wenn  g?' (-^  +  ^)  unendlich 
wird  (cf.  Satz  13,  S.  34).  Da  für  die  einfache  ünendlichkeits- 
stelle  u  =  ^^  ^^  ==  /,  wo  /  im  ersten  Periodenparallelo- 
gramm  liegen  soll, 

9^(1  +  «)  =  —^  +  -B  +  £,(«  -  r'f  +  ■■■ 

ist,  so  folgt 

•p'(y  +  «)  =-(^7?  +  ^'  +  ---' 

d.  h.  gp' (  f  +  ^)  wird  für  jede  der  einfachen  Unendlichkeits- 
stellen ^t  =  +   ^'^  ~  ^^    doppelt  unendlich  gross,  ist  also  von 

der  vierten  Ordnung. 

Ist  aber  y^  =  y2}  dann  muss 

9^(y  +^)  -  ^^^^^  +  i^o  +  ^lO*  -  n)  +  •  •  • 

sein,  indem  das  Glied  mit r  fehlen  muss  und 


'^{y  +  '')-i^-^  +  ^^  + 


wird  für  u  =  y^^  dreifach  unendlich  gross  und  es  fehlen  die 
Glieder  zweiter  und  erster  Ordnung,  (p'  (^  ^  +  ^7  ^^^  ^^^^  ^^^ 
der  drittelt  Ordnung. 
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Wir  können  aucli  die  Niillstellen  von  cp  (—  -\-  lu  ein- 
fach angeben. 

a)  cp'  (—  +  u)  sei  von  der  4.  Ordnung,  es  besitzt  dann 
vier  Nullstellen.     Nun  ist 

<p'(|+")  =  -9'(|-«). 
setzt  man  u  =  0,  so  folgt 

9  (I)  =  -  «p' (I) , 

es  muss  also  cp'  (-— j  =  0   sein,    da    es   niclit   unendlicb   sein 
kann,  denn  die  ünendlichkeitsstellen  von  (p'  ( —  -["  ^7  sind 

..  —  I    yi  —  72 


-^      2 


Setzt  man  ferner  ^t  =  — -,   -^,  — - — ,  so  ergiebt  sich 

aus  demselben  Grunde  wie  oben.     Es  wird  daher: 

^  VY  +  ^7  ""  ^    ^^^  ^^  ""  ^^   "T^  ^^  — 2 — ^ 
'/c    I     \  yi~~y2    yi — y2    —  yi+y2    — yi~l-y2  ^\ 

Daher  ist  auch 

f  /      \  r\  p,.  C  C  1  oll  C  ,  iSo  C         I        iSo    — j—    iSi 

g,(^)  =  0     für  ^^=-,  -  +  — ,  Y  +  -^,  Y  +  — 2— 
(p'{u)  =  oo     ,^    ^i  =  y,,       7i,  72,  72-''^) 

b)  (p'  (—  +  u)  sei  von  der  3.  Ordnung  und  werde  daher 


*)  Es   sollen  für   diese  Werte   diejenigen  genommen  werden,  die 
ins  erste  Periodenparallelogramm  fallen. 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  6 
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nur    für    u  =  0    dreimal    unendlich    innerhalb    des    ersten 
Periodenparallelogramms. 
Da 


ist,  so  ergiebt  sich,  wie  früher,  dass  für 

ß       ß'       ß  +  ß' 

^^           2^2^            2 

(c     ,     ß\                               (c     ,     ß\ 
9^12    +    2/                             ^U    +    2J 

—  0 

/c     ,     ß'\              -                 /c     ,     ß'\ 
9^(2    +    2J                             9^12    +    2J 

—  0 

/c,ß  +  ß'\                   /c,ß  + 

^')_0 

sein  muss.     ii       0  ist  hier  keine  Nullstelle, 

dacp'(^^)_ 

ist.     Es  ist  also 

cp  (2  +ii)       0     imu        2^2^ 

ß  +  ß' 

2 

^  (y  +  ^7  ~  ^     ^^    ^*  —  ^^      ^^ 

0, 

oder  es  ist 

9(^0  =  0    fur^*=  2  +   2  ,    2  +    2   ^ 

c     .     ß  +  ß' 
2    "^          2 

'/   \                                            c                        c 

c 

00 


hierbei  ist  -^  =  7i  die  dreifache  ünendlichkeitsstelle  von  (p{u). 

18.  Je^^e  eindeutige  doppeltperiodisclie  FiinMion  n^^^  Ord- 
nung F(ii)  lässt  sich  rational  durch  die  doppeltperiodische 
FunMion  zweiter  Ordnung  cp{u)  und  ihre  Ableitung  (p\u)  aus- 
drücken, welche  dieselben  Perioden  besitzen  ivie  F{ii). 

Wir  beweisen  zuerst  folgenden  einfacheren  Satz:  Jede 
gerade  doppeltperiodische  Funktion  lässt   sich  rational  durch 

(p  (—  +  uj  allein  ausdrücken. 

Ist  nämlich  f{ii)  =  /"( —  u\  so  wird 

/'W  =  0     für  t^EE  +  ft,  +ft...  +  AJ 

^f  \       ^  -1  _L  I  (mod5^,  ß), 

f{U)  =  OÜ       „      ^  —  ih  ^1;    +  ^2  •  •  •  +  ^m  ] 
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indem  wir  voraiisetzen,  dass,  wenn  ß^  im  ersten  Perioden- 
parallelogramme liegt,  man  für  —  ß^  setzte:  mSl  -\-m^Sl'  —  ß-^ 
und  m,  m^  so  als  ganze  Zahlen  wähle,  dass  aucli  7n^-{-  m^  Qj-^—  ß^ 
ins  erste  Periodenparalielogramm  falle.  Man  siebt  ieiclit  ein, 
dass  m  und  m.^  nur  die  Werte  0,  1  anzunehmen  brauchen. 
So  denken  wir  uns  alle  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  von 
f(ii)  ins  erste  Periodenparallelogramm  übertragen  und  setzten 

vor    der   Hand    voraus,    dass    keine   derselben      ^       ^ 


resp. 


Vi  —  72 


con- 


den  ünendlichkeitsstellen  von  (p  (—  -\-  u 

gruent  nach  den  Perioden  ii,  ^'  sei,  dass  ferner  alle  Null- 
und  ünendlichkeitsstellen  einfacJie  sind,  und  daher  keiner  der 
Werte  ß  mit  den  a  zusammenfalle.     Bilden  wir  dann 


^(*0=-F 


KI+^0-K^+^Oir^(i+")-Ht+^0}-{^(^+^0-K^+^ 


so  ist  iIj{u)  eine  gerade  doppeltperiodische  Funktion  von  u 
mit  den  Perioden  Sl,  Sl',  sie  wird  null  für  dieselben  Werte, 
für  welche  f(u)  ==  0  ist  und  unendlich  für  dieselben  Werte, 
für  welche  f(ti)  =  oo  ist.  Sonst  wird  sie  aber  nicht  unend- 
lich, da  der  Nenner  sonst  nicht  verschwinden  kann  und  der 

Zähler  nur  unendlich  wird,  wenn  (f  [-y  -\-  tt)  =  oo  ist,  dann 

bleibt  aber  der  Bruch  endlich,  da  sich  das  Unendliche  im 
Zähler  und  Nenner  gegeneinander  weghebt. 


Es  wird   daher 


xp{u) 


eine  Konstante  sein,  also 


f(u)=c 


KI+^0-K^+^Ol-f^(t+^*)-K^+^ 


wenn  B  eine  rationale  Funktion  des  Argumentes  cp  ( ^  ~t~  ^7 
bedeutet.  Die  Koeffizienten  von  B  enthalten  nur  die  ge- 
gebenen Grössen  cp  ( ^  ~\~  ß)  ^^^   9^  ( v  ~l"  ^)  • 

Würde  die  Nullstelle  /3^  ft-mal  auftreten,  so  ersieht  man, 

6* 
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dass  nur 


in     den    Zähler     zu 


setzen  ist,   um   dieselben  Schlüsse   anwenden  zu  können  wie 
eben.     Die  Funktion  B  ( g)  (-^ -{- tn\     bleibt    nach    wie    vor 

eine  rationale  Funktion  von  cp  (—  -\-  u\  - 

Treten   unter    den    a    oder  ß   aber   die   Stellen 
und    —  —  auf,  so  hat  man  für  den  betreffenden  Faktor 

9^  ( V  +  u)  —  (p(^+a)     nur 


2      '       /  ^  \  2      '       /  •        /  c 


^{y+'') 


ZU  setzen,  um,  wie  man  leicht  ersieht,  dieselben  Schlüsse  wie 
früher  wieder  anwenden  zu  können.  Würde  unter  den  ß 
oder  a  einer  der  Werte 


2    '      2    '  2 

vorkommen,    so    müsste    die   betreffende   Stelle   zweiter  Ord- 
nung sein,  da  +  ß  oder  +  ß  auftritt  und  es  ist 

_____        __ 

^ ^ 


2  ~  2 

Für  diese  Werte  wird  aber  auch 

9^(y  + '')  ~  9^(y  +  "")  ==  ^'^  ~  ^)'  {y9^"(y  +«)  +  •••}, 

da 

9'(y  +  «)  =  o, 

wenn 

_  ^     ß       ß  +  ß'       ß' 

ist.     Die  obige  Schlussweise  bleibt  also  auch  inalterirt. 
Wir  beweisen  ferner  folgenden  zweiten  Satz: 
Jede    imgerade    doppeltperiodische    Funktion    lässt    sich 
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ausdrücken    durcli    eine    rationale   Funktion    von    (p  (—  -(-  u\ 
allein  multiplizirt  mit  (p'  (—  -f-  u) . 


Denn  ist 


so  ist,  da 


d.  h. 


^'(y  +  ^0      ^'(y-^)' 


^ 


'(!+«) 


ist    eine   gerade    doppeltperiodische  Funktion    von  ii  und   es 
ist  daher 


fi  (^0  ==  9^'  (y  +  ^^)  •  ^i(^  (y  +  ^0 


oder 


Mit  Hilfe  dieser  beiden  Sätze  ergiebt  sich  der  Hauptsatz. 
Ist  F(u)  eine  beliebige  eindeutige  doppeltperiodische  Funktion 
von  ii  mit  denselben  Perioden  wie  (p(;u)^  so  ist 

eine  gerade, 

eine  ungerade  doppeltperiodische  Funktion  und  daher 

f{u)  =  B  (9,  (I  +  ,,)) ,     f,  {u)  =  9'  (1  +  «)  Ri  (9  (I  +  »)) 

und  da 


Hf +«)=/■(«)  +  /;(«) 


ist,  so  folgt 
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F  (I  +  «)  =  B(<p{i+  «))  +  9{i  +  «)  Ph  {<P  (I  +  «)) , 

oder 

F(^l)  =  i?(9p(«))  +  <p'(«)-Ri(<P(«))- 

Die    rational    gebrochenen    Funktionen    R    und    i^^    von    9 
denken  wir  uns  auf  gleichen  Nenner  gebracht,  dann  wird  auch 

^..  ^     r(cp{u))  +  (p'{u)'i\(cp{u)) 

sein,  wo  r,  r^,  r^  gan^e  rationale  Funktionen  von  cp(^it)  sind. 

19.  Bas  Quadrat  der  ersten  Äbleitimg  einer  doppelt- 
periodischen Funläion  der  siveiten  Ordnung  lässt  sich  rational 
und  ganz  durch  diese  ausdrüc'ken. 

Es  ist  \cp(ii)f  =  Fi{cp{tiy),  wo  B,  eine  ganse  rationale 
Funktion  von  cp  der  4.  oder  3.  Ordnuug  ist. 

Da 

^'  (y  + ')  =  -  Äi  - 


ist,  so  ist 


9  (■1-  +  ^^)'' 


2 

eine  gerade  doppeltperiodische  Funktion  von  it  und  als 
solche  also  durch  9^  ( v  "H  ^7  ^l^ei^  rational  auszudrücken,  mit- 
hin ist  \sp  (}^)Y  durch  (p{ii)  allein  rational  ausdrückbar. 

Wir   setzen    voraus,    dass    (p(i()  =  00    wird  für  w  =  y^ 
und  u  =  y^j' ^^  ?i   ^^^  72   verschiedene   Werte  von  u  im 
ersten  Periodenparallelogramm  sind.     Dann  wird 
(p\u)  =  00   für  u  =  y^,  y^,  y^,  y,^ 

,/   y         r\  G         c      ,     Sl        c      ,     9J        c      ,     Sl  -\-  Sl' 

Cp(u)=0         „      t,EE-,     -  +  -^,    -  +  -,-+    —,^—, 

wenn  -r-  =    ^  ist,  und  für  die  Werte  der   zweiten  Zeile 

die  Punkte  im  ersten  Periodenparallelogramm  eingesetzt 
werden.  Es  ist  also  \sp  {}^  eine  doppeltperiodische  Funk- 
tion 8.  Ordnung,  welche  für  u  =  y^-,  y^  je  von  der  4.  Ord- 
nung unendlich  und  für 

c       c  j^  Sl       c  ^,£1'      c     ^    Sl  -{-  Sl' 

^^  =  Y  ?  Y  -}-  Y  j  Y    '    Y  ^  Y    '         2 

je  von  der  zweiten  Ordnung  null  wird. 
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Es  wird    LOO  —  (p  (~^ 

der  zweiten  Ordnung,  denn  es  ist  q)'  (—)  =  0,  ebenso  werden 

9^(^0—9^(1+2)    '    9^00— 9^(f +  y)    ,    9^00— 9^f    '  ^""'"^"^^ 


für  u=  ^    auch     null    von 


2 
Sl  -\-  PJ 


c  Sl  c         P'  c 

zweimal  null  für  v(  =  y  +  y,  resp.  y  +  y,  resp.  y  + 

d.  h.  die  doppeltperiodische  Funktion 

900-9'(y)       9^00-9^(y  +  y)       9^(^0-9^(1-  +  y) 

r  /  N      /  c   ,  p-[-p\~\ 

von  u  ist   von   der   8.  Ordnung   und   zwar   wird    sie  nur  für 
tt  =  y-^,    ^2    j^    ^0^    ^6r    4.    Ordnung    unendlich    und    ver- 

+ 


schwindet    für    u  = -^ ,  ^  +  ^,  i' +  Y '    2 


c       ,     P'         c       ,     P-{-  P' 


je 


2'2'2'2'2'2'  2 

von   der   zweiten  Ordnung,  also   genau*  so   wie   [^^(^O]^   ^^^ 
daher  muss 

[(p'W]^  =  ^^[9M-9^(i)][9^M~--9^(i  +  Y)j 

9^00—  9^(y  +  y)       9^00  —  9^(y  +  ^- 


X 


sein,  wo  G^  eine  von  ti  unabhängige  Konstante  ist.    [(pXi()y 
ist  also  eine  ganze  rationale  Funktion  4.  Ordnung  von  (p. 

Würde  (p(t(')  doppelt  unendlich  blos  für  it  =  y,  so 
würde  q)'(;u)  für  u  =  y  dreifach  unendlich  und  alle  Schlüsse 
im  Vorhergehenden  bleiben  erhalten,  bis  darauf,  dass  u  =  y 
nicht  eine  Nullstelle  von  [(p'(tt)]'^  ist,  sondern  eine  Unend- 
lichkeitsstelle, und  es  ergiebt  sich 

[g^\u)f  =  G'^[cp{n)-cp{y+  f  )1  U(.a)-cp(y+'^^ 


X 


ß-f  ß'^ 


(p{iO—(p(y-] ^— ) 


als  eine  ganze  rationale  Funktion  3.  Ordnung  für  (p. 
Setzt  man  ^  ==  (p{^i),  so  wird  entweder 

(ä)'  =  ^'  ^^  +  ^^'  +  ^^'  +  G^  +  D),  (1) 


88     IIL    Fundamentale  Sätze  über  doppeltperiodische  Funktionen, 
oder 

{^S  =  ^'  (^'  +  ^''  +  ^^  +  C),  (la) 

WO  G,  Ay  JB,  Cj  D  Konstanten  sind.  Wir  werden  in  der 
Theorie  der  elliptisclien  Integrale  sehen,  dass  man  diese 
Konstanten  beliebig  wählen  kann,  und  dass  sie  dann  die 
eindeutige  Funktion  0  =  cp(tt)  bestimmen,  welche  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  oder  (la)  genügt. 

Da  [q)'Y  =  r-^{(p)   sich   ergiebt,   so  folgt  durch  Differen- 
tiation nach  u: 

^'^  =  \>\isp), 

wenn 

>'i  (sp)  =- 


dcp 

gesetzt   wird    und   hieraus,   dass  sich  alle  höheren  als  ersten 
Ableitungen   von    (p   rational  und  gans  durch  cp  und  (p    aus- 
drücken, was  auch  aus  dem  Satze  18  folgt. 
Denn  da 

<p""(y  +  «)  -  (-  1)»  9'»'  (y  -  u) 
ist,  so  wird  für  jedes  gerade  n  =  2v 

<p^"ii  +  «)  =  <pHy  -  «) 

sein,  d.  h.  (p^-^^^  (-r-  +  u)     ist    als    gerade    doppeltperiodische 

Funktion  durch  9^(  y  "1"  ^7  ^l^^in  ausdrückbar.  Für  n  =  2v-{-l 
aber  ist 

,p(2.+l)(|  +  4()  =  _  9,(2'+«(|  -  «)  , 

d.  h.  9)^^^+^^(y  +  ^ )  ist  als  rationale  Funktion  von  g)(-—  -{-uj 
multiplizirt  mit  cp'  f  —  +  ^7  ausdrückbar.     Daher  ist 

(pi^^)(u)  =  r„[(p(ii)] 

(pi^^  +  ^Xti)  =  <p'{u)Qr[(p(u)], 

WO  ry  und  Qv  ganse  rationale  Funktionen  sind,  wie  man  ohne 
weiteres  daraus  erkennt,  dass  cp'^^^iu)  nur  unendlich  werden 
kann,  wenn  (piii)  unendlich  wird. 

Für   rr{(p)    und    Qvisp)    ergeben    sich    leicht    mittels    (1) 
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Rekursions  form  ein  zur  Berechnung  der  Koeffizienten  dieser 
Funktionen. 

20.  Zwischen  je  zwei  doppeltperioäischen  FunMionen 
F(ti)f  0(ti)  von  tt  mit  denselben  Perioden  hesteJit  eine  rationale 
Gleichung. 

Denn  aus 


i'2  i^P) 

folgt 

[Fr,(<p)  -  r(cp)f  -  {cpjr,\cp)  =  0,  (A) 

welche   Gleichung   in   cp  rational  ist^    da   {(p'f   sich  durch  cp 
rational  ausdrückt.     Da  nun  auch 


Q2  (t) 

ist,  also 

[©9,(9,)  -  9(9,)]^  -  (<p')^p,^(<p)  =  0  (A') 

sich    ergiebt,    so    kann    man    aus    (A)    und    (A')    die    darin 

rational    auftretende    Grösse    g)    eliminiren    und    erhält    als 

Resultat 

G(F,  0)  =  0,  (B) 

eine  in  F  und  O  rationale  Gleichung. 

Ist  F(i()  eine  doppeltperiodische  Funktion  n^^"^  Ordnung, 
0{u)  eine  solche  m^^"^  Ordnung,  so  wird  O  höchstens  im 
n^^^  Grade,  F  im  m*®"^  Grade  in  G,  oder  einen  Faktor  von 
G  wenn  diese  reduktibel  wäre,  eintreten,  denn  einem  Werte 
F^  von  F(u)  entsprechen  n  Werte  um^,  u^  .  . .  Un,  für  die  0 
im  Allgemeinen  n  verschiedene  Werte  liefert,  die  der  Gleichung 
G(F^,  0)  =  0  genügen,  in  der  F^  denselben  Wert  behält. 

Die  Gleichung  n*^^  Grades  in  0  und  m*^^  Grades  in  F 
ist  aber  nun  leicht  aufzustellen.  Denn  sei  F(tt)  =  F  für 
II  =  u^j  ^2  .  .  .  Un^  SO  sind 

0{U,)  +    0{U.;)  -\ \-   0(^ltn)  =  Ä, 

0(lil)  ^0*2)  +   0(U,)  0(%)   H (-    0(Un-l)  0(Un)  =  ^2 

^(Wl)^(%)  •  •  •    ^{Un)  ===  An 

Ä^,  Ä2  .  .  .  An   symmetrische   Funktionen   von   Fj   und  0  die 
Wurzel  der  Gleichung 

A^0^  +  A,  0«-i  +  J.2^^~' \-  A>,  =  0. 
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So   bestellt  zwischen  F{ii)   und  F\ii)  =  -^^ —  eine  rationale 

Gleichung,  in  der  F'(u)  bis  zur  n^^^  Potenz  ansteigt,  wenn 
F(^ii)  eine  doppeltperiodisclie  Funktion  n^"^^  Ordnung  ist.  Für 
diese  ist  Äq  eine  Konstante,  da  F\u)  nur  unendlich  wird, 
wenn  F(it)  unendlich  ist. 

31.  Jede  eindeutige  doppeltperiodische  FunMion  mit  den 
Perioden  Sl,  ii'  lässt  sich  rational  durch  irgend  sivei  doppelt- 
periodische FiinMionen  F(ti)  und  0(it)  ausdrücJcen,  die  die- 
selben Perioden  hesitsen. 

Wir  werden  beweisen,  dass  sich  die  doppeltperiodische 
Funktion  zweiter  Ordnung  q){u)  und  ihre  Ableitung  g)' (}t) 
durch  F(u)  und  0(ii)  rational  ausdrücken  lassen,  wodurch 
dann  der  Satz  mit  Rücksicht  auf  (18)  bewiesen  erscheint. 

Ilülfssatz:    Wenn  zwei  irreduktibele  *)  algebraische  Glei- 
chungen 

f(x)  =  Gq  +  a^x  -\-  •  •  •  -\-  anX^^  =  0 

g){x')  =  hfy  -{-  h^x  -]-'''  -{-  hmX''^  =  0 

eine  Wurzel  x  =  ^  gemeinschaftlich  haben,  so  wird  für  diese 
das  S3^stem  der  m  -\-  n  Gleichungen 

m) = 0,  m)  =  0,  r/d)  -  o . . .  iycö  =  o 

9,(1)  =0,  |g,(|)=0,  |X|)  =  0..-|X|)==0 

bestehen;  eliminirt  man  aus  denselben  die  darin  homogen 
und  linear  auftretenden  (m  -\-  n  -{-  1)  Grössen: 

fcO     tl     t2  tm-\-n 

fe  ;    b  j    6     •  •  •  b  7 

SO  ist  das  Resultat 


ttn  a*  a^  •  o .  a^i 

f(x)    a^  «2  •  •  • 

a^  0^2  a^  . . .  an 
ttr.  a-^  a^  . . .  a)i 

xf(x)  a^  %  «2  •  • 
x^f{x)      a^  a^  «2 

B— 

6o    \    \...  Ira 

\    \    b^   ...  bra 

&0    &1    b^...  brn 

•                                      • 

(p{x)   b^  h^.  .  . 
X(p(x)  b^bj^  h^  .  .  . 
x^(p(x)     b^^  b^  .  .  . 

:        : 

• 

■P-f+Q-^ 


*)  D.  h.  solche  Gleichungen,  deren  keine  Wurzel  einer  Gleichung 
niedrigeren  Grades,  deren  Koeffizienten  sich  rational  aus  denen  der 
gegebenen  zusammensetzen,  genügt. 
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WO    die  Determinante    m  Zeilen  der  a  und  n  Zeilen   der  h 
enthält.     Nun  ist  auch 

f(x)  «2   ^3  ... 

Xf(x)  «1   «2   ^3  ■'• 

OC   T  \pC  ]  tvr>   Cfj    6*9   Cvo  . 


/S== 


ein Cl-I    CG      CvH     Cli)    a  • . 

CJl/n  Jl/     dl    tta   Cvo 


Cl/r\  Cvi    (a>o 


\  \  h  h 


\h 


(fix) 

x(p(x)    \  62  \  ... 

X^(p{x)   &0  &!   ^2   ^3 


=Pi-/'+Öi-?', 


WO  die  auftretenden  Determinanten  je  eine  Zeile  der  a  und  h 
und  eine  Colonne  weniger  haben  als  i?  hat.  Ist  nun  f  =  0, 
cp  =  0,  also  auch  B  =  0,  d.  h.  haben  /'  und  q)  eine  gemein- 
schaftliche Wurzel,  so  folgt  auch  5  =  0;  da  aber  S  die  ge- 
meinschaftliche Wurzel  nur  linear  enthält,  so  ist 

S  =  S^  +  S,x 


0 


Sn 


als    rationale 


und  es  ergiebt  sich  aus  S  —  ^  .  .  .  ^  —         o 

Funktion  der  a  und  h.  Es  kann  S-^^  nicht  verschwinden,  ohne 
dass  f(x)  =  0  und  90  (^)  =0  zwei  Wurzeln  gemeinschaftlich 
hätten.^) 

Sei  nun 


(1) 


j'= 


»•(9)   +   V'l\{!p) 


(2)0  = 


QJfp)  +  y'gi(y) 


^•2(9) 
so  folgen  die  Gleichungen 

(3)  [F.r,{<p)  -  r(g>)f  -  <p"W(<p)  =  0, 

(4)  [0 .  Q, (q,)  -  p  iq,)f  -  <f'Wi.<P)  =  0 

zwischen  F,  cp  und  ^,  cp.  Es  sei  (3)  in  (p  vom  n^^"^,  (4)  vom 
m*^"^  Grade,  nachdem  man  irgend  etwa  auftretende  gemein- 
schaftliche Faktoren  unterdrückt  hat. 

Dann  werden  einem  Werte  von  F  im  Allgemeinen  n 
Werte  von  cp:  (p-^j  cp^  .  .  .  cpn  entsprechen  und  aus  (1)  ergeben 
sich  die  zugehörigen  Werte  von  cp:  g?/,  cp^  . .  .  (pn-  Soll  nun 
für    einen    Wert    von    F    die    Gleichung    (3)    zwei    gleiche 


*)  Vergleiche:   Baltzer   Theorie  der  Determinanten,  4.  Auflage, 


S.  109. 
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Wurzeln  liaben^  also  reduktibel  sein"^)  als  Gleichung  in  (p 
aufgefasst,  so  muss  sie  auch  reduktibel  sein  als  Gleichung 
für  F  aufgefasst-,  das  letztere  kann  aber  nur  dann  statt- 
finden^ wenn  entweder  g?' =  0  oder  ^\{(p)  "^  0  ist.  Dann 
wird  aber  jede  sich  aus  F .  r^icp)  —  '^(sp)  =  0  ergebende 
Wurzel  (pi  .  .  .  cpri  für  den  Wert  von  F  zwei  gleiche  ent- 
gegengesetzt bezeichnete  cp  liefern,  wenn  nicht  cp  selbst 
null  ist. 

Analoge  Betrachtungen  gelten  für  die  Gleichung  (4). 
Schliessen  wir  nun  die  Werte  von  F  und  0  aus,  welche 
entweder  cp'{ii)  =  0  oder  r-^{(p)  ==  0  oder  Q-^icp)  =  0  machen, 
so  sind  hierdurch  nur  eine  endlicJie  Anzahl  von  Werten  F 
und  0  ausgeschlossen  und  für  alle  übrig  bleibenden  Werte 
von  F  und  0  haben  sowohl  (3)  als  (4)  nur  lauter  ver- 
schiedene Wurzeln. 

Sei  nun  F  =  F^  einer  der  zulässigen  Werte,  dann  liefert 
(3)  n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  cp:  q)^^,  (p^  -.'(pn 
und   mit  Hilfe   derselben  (1)  ebensoviele  Werte  von  cp' :  g)^' j 

Cp2    '  .  '  ^n- 

Setzen  wir  nun  das  Wertepaar  ^j,  90/  in  (2)  ein,  so 
erhalten  wir  ^  ==  0^ ,  welches  von  den  Werten  ^  ==  ^i  ver- 
schieden sein  muss,  die  man  erhält,  wenn  man  op  ==  go/, 
tp  =  9p/  daselbst  einsetzt,  sobald  ^  =  1  ist.  Setzen  wir  nun 
^  =  0^  in  (4)  ein,  so  genügt  dieser  Gleichung,  als  Glei- 
chung für  (p  aufgefasst,  der  Wert  (p  =  (Pi  und  nur  dieser 
aus  der  Reihe  der  Werte  q)^,  cp^  .  .  .  g)m  welche  (3)  genügen; 
denn  würde  ihr  auch  (p  =  cpi  i  ^  1  genügen,  so  würde  aus 
derselben 

folgen,  was  nicht  möglich  ist.  Da  also  (3)  und  (4)  die  ein- 
zige Wurzel  9i  gemeinschaftlich  haben,  so  lässt  sich  diese 
nach    dem    Hilfssatze    rational    durch    die    Koeffizienten    der 


dfix) 
*)    Denn     diese     Wurzel     genügt     f{x)  =  0,     — i         =  ^1    da 

(Aj  Ob 

f{x)  =  0   eine  Doppel wurzel  hat,  und  daher  lässt  sich    diese  rational 
durch  die  Koeffizienten  von  f  ausdrücken. 
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Gleicliungen,    d.    h.    rational    durcli   F^   und    0^   ausdrücken, 

oder  es  ist 

(p(ti)  =  B(F(ii),  Q(u)) 

für  alle  Werte  von  u^  für  welche  F  und  ^  die  oben  aus- 
geschlossenen Werte  nicht  besitzen,  und  da  letztere  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Werten  von  it  darstellen,  die  Gleichung 
aber  für  das  übrig  bleibende  zweifach  ausgedehnte  komplexe 
Gebiet  von  u  gilt,  so  gilt  sie  ganz  allgemein. 

Da  nun  aus  (1)  sich  cp'  rational  durch  F  und  (p  aus- 
drückt, so  ist  auch 

Wir  haben  also,  wenn  wir  das  in  der  vorigen  und  dieser 
Nummer  Erhaltene  zusammenfassen,  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Zwischen  0wei  beliebigen  eindeutigen  doppeUperiodischen 
FunMionen  Fiii),  Ö(u)  mit  denselben  Perioden  besteht  eine 
rationale  Gleichung 

a{F,  0)  =  o 

und  jede  beliebige  eindeutige  doppeltperiodische  FimMion  von  u 
mit  denselben  Perioden  wie  F  und  ^  lässt  sich  rational  durch 
F  und  0  darstellen. 
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22.  Wir  gehen  über  zu  den  speziellen  doppeltperiodi- 
schen Funktionen  zweiter  Ordnung^  die  wir  folgendermassen 
definiren: 

wobei  Ci,  C2,  C3  so  bestimmt  werden  sollen^  dass 

s(-f)  =  l,    c(0)  =  l,    z/(0)  =  l, 
ist,  also 

und  nach  den  Formeln  auf  S.  61  ergiebt  sich 


^(f) 


.  .  _  .      *, 


also  wird 


Diese  drei  Funktionen  heissen  elliptisclie  FunJdionen  und 
sind  eindeutig  in  t*  und  zwar  ist  s(ii)  eine  ungerade,  c(u) 
sowie  ^(u)  eine  gerade  Funktion  von  u,  da 

s( — u)  =  —  s(u),   c( —  u)  =  c(it),    z/(—  u)  =  z/(?f.)    (3) 

ist;  wie  sich  aus  den  Formeln  (6)  S.  60  ergiebt. 

Aus  den  Periodengleichungen  I  für  die  0"- Funktionen 
S.  58,  folgt 

s(ti  +  (ö)  =  —  s(u)  s(ii  +  co')  =       s(w)         (4) 

c(u  -\-  (d)  =  —  c(u)  c(u  +  cd')  =  —  c(u) 

Zl{ii  +  (d)  =         Zl{ll)  zl(u  -\-  co')  =  —  zJ(tl). 
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s{ti  +  cd')  =  c(ii) 
^(u  -{-  2(x)')  =  J{u) 


(5) 


Daher  ist 

s{u  -|-  2(d)  =  s(u) 

c(u  -\-  2co)  =■■  c(u) 

z/(w  -\-  cj)    =  z/(m) 

d.  h.  die   Funktion  f 

s(u)  hat  die  Perioden  2(o^  co' 

C(U)       „        „  „  2C0,    05  +  0)' 

^(u)     „      „  „  CO,  2co\ 

die^  wie  wir  gleich  sehen  werden,  auch  die  kleinsten  Perio- 
den sind. 

Jede  dieser  Funktionen  hat  also  ein  anderes  Perioden- 
parallelograram,  sie  sind  daher  nicht  rational  durch  einander 
ausdrückbar. 

Die  Funktionen  sind  alle  von  der  zweiten  Ordnung;  denn 
mit  Rücksicht  auf  die  Nuliwerte  der  -O-- Funktionen,  S.  QQ^ 
folgt,  dass  alle  drei  Funktionen  einfach  unendlich  werden, 
wenn 


wird. 


«■o(«)  -  0 

di.  h..    u        mc3  -\- 

Also  ist 

s{u)  —  oo 

CO                        ,        CO 

U-^,       09  +  - 

c{u)  —  oo 

U  ==   09   +   y,      2( 

zl{%i)  —  oo 

Co'       Sco' 

«          2   '       2 

2  c  + 


(6) 


und   nur  für   diese  Werte   innerhalb   des   zugehörigen  ersten 
Periodenparallelogrammes,   wie   aus   den   nebenstehenden  Fi- 


guren 23a,  b,  c  ersichtlich,   welche  Periodenparallelogramme 
der   darunter   stehenden  Funktionen   sind,   und   in   denen  die 
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Werte  von  it,  für  welche  die  Funktionen  unendlich  werden, 
durch  X  bezeichnet  sind.  Hieraus  folgt  aber,  dass  diese  Pe- 
riodenparallelogramme für  die  doppeltperiodischen  Funktionen 
zweiter  Ordnung  sii,  cu,  ^u primitive  Periodenparallelogramme 
sind,  denn  in  jedem  derselben  wird^^die  zugehörige  Funktion 
mir  zweimal  unendlich. 

Es  wird  ferner 

s(tt)  ==  0  für  u  =  0  ,       C3 

c[u)  =  0    ,y    II  ==  \g)  ,       f  CO  (7) 

^{u)  =  0    „     u  =  ^(0  -\-  \g)',      ifö  +  f  cö' ; 

die  betreffenden  Werte  von  u  sind  durch  o  bezeichnet. 
Für  s{ii)  ergiebt  sich  also 

Ti  =  i<ö'  72  =  ^  +  ^^\ 

daher 

Mithin  wird  mit  Rücksicht  auf  S.  82,  wenn 

ü  ==  2  G9 ,      ^'   =  Cö' 

gesetzt  wird: 

s  (u)  =  0  für  u  gleich:  — ^  ;   ^ ,   y,  -^  >     (^a) 

wenn  man  ganzzahlige  Vielfache  von  co'  unterdrückt. 
Ebenso  findet  man  für  c(u),  dass 

ist,  und  wenn 

gesetzt  wird, 

c{n)  =  0  ist  für  u  =  ^-^^ ,  ^^ ,   o,  0 ;      (8  b) 
für  zJ(u)  ergiebt  sich 

c  =  2(x)',    ~  =  CO    und   Si  =  gj,    Sl  =  2g)\ 

Also  ist 

z/'(^)  =  0    für   w  ==  ö',  co' +  — ,    0,    y;  (8c) 

wenn  man  ganze  Perioden  unterdrückt. 
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23.    Aus  den  Formeln  (4)  ersieht  man^  dass 

s'^(ti  -{-  co)  =  s^(u)  s^{%i  -{-  (d)  =  s'^iti) 

C^{li  -\-  (d)  =  C^{ll)  C^{ll  +  (o')  ■■=  C^(tl) 

ZI\U  +  ö)  =  Zi\tl)         Zi\u  +  Co')  =  z]\u), 

d.  li.  s^{ii)j  c^{ii)y  ^^(ti)  sind  doppeltperiodisclie  gerade  Funk- 
tionen  mit  den  gemeinscliaftliclien  primitiven  Perioden  co,  a'. 
Sie  sind  alle  von  der  zweiten  Ordnung,  denn  jede  wird  nur 

unendlich   für   u  =  —    und    zwar  von   der  siveiten   Ordnung, 

wie    d'Q  (w)  für  ii  =  ^' 

Aus  Satz  (18)  folgt  daher,  dass  je  zwei  der  Funktionen 
sich  rational  durch  die  dritte  ausdrücken  müssen. 

Wir  wollen  (^{ii)  und  /]^{ti)  durch  s^{ii)  ausdrücken. 
Es  wird 

c\u)  =  oü   für    W  =  y,    y 


c^(ii)  =.  0    für   ii  == 


nun  wird 


zweimal  null,  denn  es  ist 


s\u) 
also 


CO 


s'\^)  + 


du 


"-fj+2 


du- 


«-2)  + 


(I)  -  ^^(«) =(«-!)  VK^V 


Da 


(^)  =  K^'W^(«))-2.' 


f -Hf^o 


ist  nach  (8  a),  d.  h. 


s\ii) 


wird  für  u  =^  gerade  so  oft  null,  wie  c^(^t),  es  wird  ferner 


EoBEK,  eil.  Funktionen. 
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nur  für   ii  =  —  unendlich  von  der  zweiten  Ordnung^  besitzt 


die  Perioden  co,  o';  also  muss 


da  s^  =  1  ist,  sein.   Nun  ist  c^(0)  =  1,  also  ist  (5^  =  1^  da 
her  ergiebt  sich: 


c\u)  =  1  -  s\u). 
Wir  haben  ferner 


(9) 


CO  CO 


Zl\u)  =  0  , 


%l 


CO  -\-  CO        CO  -\-  co' 


Es  wird 


s^(^.)-s^(«)    für    «  =  ^' 
zweimal  null,  da  wieder 


d  (s^u) 
du 


OJ-j-W 


ist,  denn  s  (^"L  "  j  ist  endlich  und  s  (^"L  "  )  =ö  nach  (8a). 
Also  ist,  da 


auch  n«ir  für  u  =^  -^    unendlich    von    der   zweiten    Ordnung 
wird,  die  Perioden  cö,  ca'  besitzt: 

z/2(,,)  =  (s:rs^(^^^)-s2(iO 

Da  z/2(0)  =  1  ist,  so  folgt 


^  =  — 


S-'U 


1^)' 


also 


z/2(«^)  —  1 


s^  (i*) 


(^)' 


(10) 


Mittels   (9)  und  (10)  könuen   wir  je   zwei  der  Grössen  s^u, 
c^ii,  z/^M  durch  die  dritte  rational  ausdrücken. 
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Wenn  nun  c{ii)  und  z/(^t)  selbst  nickt  rational  durch 
s(u)  ausdrückbar  sind,  so  geben  uns  die  Gleicliungen  (9)  und 
(10)  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  erwähnten  Funktionen  ir- 
rational durch  s{ii)  auszudrücken.     Denn  es  ist 


s^(w) 


K4^) 


c{u)  =  +  ]/i  —  s\u) ,    z/00  =  +  1/  1 

Da  für  u  ==  0 

c{u)  =  +  1,    ^(i()  ==  +  1 

ist,  so  ist  für  kleine  Werte  von  u  das  Zeichen  +  der  Qua- 
dratwurzel vorzusetzen.     Da  nun 

c{u  +  (d)  =  —  cu,   c{u  +  co')  =  —  cu,   z/(«  -\-  o)  =  ^(tt), 

zJ  (u  -{-  co')  =  —  ziti 

nach  (4)  folgt,  so  muss  der  Quadratwurzel  ein  anderes  Vor- 
zeichen gegeben  werden,  sobald  u  um  co  resp.  co'  sich  ändert. 
Und,  zwar  da 

cu  =  -{-  ]/l  —  shi 
jedenfalls   innerhalb   des   Par- 
allelogrammes  aVgd,  Fig.  24,       ^ 
ist,  wenn 

ah'=l)'h  =  C3]   af=fcV  =  (x)' 
ist,  so  wird  im  Parallelogramm  ä;^ 

daher  innerhalb  des  Parallelogrammes  aVdf 

cu  =  +  ]/!  —  s^u. 
Ebenso  ist  innerhalb  des  Parallelogrammes  ah' elf 

=  +  ]/■ 


zJu  == 


1 


s-u 


und  innerhalb  des  Parallelogrammes  fdd'c 

Au  = 


=  -K' 


1    — 


&'  U 


/co  -f-  co'\ 
\      2      / 


Mithin  folgt  für  Werte 


u  =  ^^(o  +  ^'(D,  o^i<i,o^r<i 

4  'J  * 
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CU  =  ~\-  ]/l  —  S^il 
z/w  =  +  1  / 1  ■ 


aucli  dem  Zeiclien  nach. 

Analog  kann  man  s(ii)  und  c{ii)  oder  s{u)  und  ^{u) 
mittels  einer  Quadratwurzel  ausdrücken  durcli  ^{u)  resp.  c{u)y 
wobei  dann  beachtet  werden  muss^  welches  Vorzeichen  der 
Quadratwurzel  zu  geben  ist. 

24.  Wir  führen  folgende  Grössen^  die  eine  wichtige 
Rolle  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  spielen^  ein, 
indem  wir 


1  +  22:2'''  '  1  +  22:2' 


>^--l-^:^:^^>^-'-t =-;;....-    ^^^) 


1 


setzen,  wobei  der  Quadratwurzel  das  Vorzeichen  der  rechten 
Reihe  zukommt,  die  nur  von 


abhängt. 

Da  nun 


-7t  i 


((O  +  w\ 


(03  +  Co'\ 
~2~/ 

nach  den  Formeln  auf  S.  61  ist,  so  ist 

CO  +  (ü'\  1 


Kay. 
und  man  kann   daher 

C^ii  +  s^tt  =  1 ,  z/^w  +-  Z^5^«i  =  1 

oder 


c  (u)  =  j/l  —  §2  (^)  ^         ^  (^j)  =  1/1  —  5«'s'^  (tO      (12) 

setzen,  wobei  über  das  Vorzeichen   der  Quadratwurzeln  die 
früheren  Festsetzungen  zu  beachten  sind. 

Es  ist 

andrerseits  aber 


A 
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s-/nl 


.(I) 


^. 


nach  den  Formeln  auf  S.  61,  also  ist  nach  (11)  auch 

r 


l/l    —   %^ 


(13) 


oder 

woraus  nach  (11)  folgt: 

'^2'  + V  =  ^3'.  (13  a) 

Durch  die  eingeführten  Grössen  können  die  Definitions- 
gleichungen (2)  auch  geschrieben  werden: 

25.   Von  Wichtigkeit  für  die  Rechnungen  mit  den  ellip- 
tischen Funktionen   sind  die  Formeln  für  die  Änderung  der- 

selben  bei  Zugabe  von  —  resp.  —  zum  Argument  der  Funk- 
tion.    Wir  wollen  dieselben  daher  ableiten. 

Wir    haben  hierzu   immer  nur    die   Formeln    auf  p.   60 
und  61  wiederholt  zu  benutzen.     Es  ist 


^^+i)=& 


^1 


-o-, 


11  -\- 


'  0-. 


A 


(»+l)= 


^. 


M^^  +  V     =^ 


^. 


Q: 


-Ö-n 


^1 


^. 


Q-r. 


^o 


-^n 


«+!) 


~  2/ 


—  ;« 


•^2    '^l(^)  'tS(it) 


tfc  -}- 


*     "^2   "^1  (**) 


1  J{u) 
i  HS {u) 
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A  \u 


+  y) 
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^0     ^ 


#c 


^o(-+y) 


s(«  + Y  +  T 


"("+y) 


H  c  (^t) 


^  s(tt)  ' 


c(i*) 


^(«  +  l-  +  l 


1  "("+!-) 


1     /  s  (^^) 
i         c  (m) 


1% 


s{u) 
c{u) 


Wir  stellen  diese  Formeln  zusaDimen  und  erhalten: 


zJ{u) 


(«+f)  =  -x' 


^^"+t)  =  ^) 


S(t() 


(14  a) 


1  c(%) 


Z/     W  + 


/  I        CO         ,        Cö 


(14b) 


1    Z/(t*) 

z    c  (u) 


«f  +  Y  +  Y;  =  77^ 

.  /        ,      tö  a)'\  .    ,  S  (w) 

\       '      2      '      2  /  c  (m) 


(14c) 


26.  Nach  dem  allgemeinen  Satze  über  doppeltperiodische 
Funktionen  zweiter  Ordnung  (Satz  19  S.  86)  können  wir 
unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8)  {s'nYy  ip'^^Y)  {^/i'iCf 
leicht  durch  sw,  cu^  Zlii  ausdrücken. 
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Es  ergiebt  sich 

da 

ist.     Analog  folgt: 

{^'iif  ==  a^\\  -  zihi)  (i  -  -4  ^hi) , 

wo  G^,  G^^y  G^    von  einer  unter  ihnen  abhängen. 
Beachtet  man,  dass  aus 

folgt : 

S^U  =  1   —  C^li,  K^S^ll  =1  /i'^li 

Chi  =  —  ^  (^1   -  -1  Zl^'ilj  ,        z/^W  =  %'2  (l   +  ^  C^^t)  , 

SO  ergiebt  sich 

{s\if  =  G^c^u^^ti 

(cuf  =  -Tg  G^^s^u^^^u 

(zi'ity  = r^  G^S^llC^ll. 

Also  ist 

s'i^  =  GCU^U\     eil  =  —r  G^SUZiu-^     Zl'u  =  —7-  GESUCH, 

indem  wir  voraussetzen,   dass 

.'(0)  =  (?,    c'(f)  =  (?„    ^'("±^)  = 
ist,  da  sich  S.  61 : 

i   2   ;     1  h' 


(t2 


\       2       /  

i    yt. 


ergiebt. 

Da  nun  sii  und  cu^u  beide  eindeutige  doppeltperiodische 
Funktionen  mit  den  Perioden  2gj,  g)'  sind  und  die  Gleichung 
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SU  =  Gcil^tt 

jedenfalls    im    Parallelogramm    ah'df  auf    S.   99   aiicli    dem 
Zeichen  nacli  richtig  ist,  so  besteht  dieselbe  für  alle  Werte 
von  ti.     Dasselbe  gilt  von  den  andern  Gleichungen. 
Aus  c^it  =  1  —  s^u  folgt  aber 

2cucit  =  —  2stisu  =  —  2suGc'ii^Uf 
also 

c  u  =  —  Gsu^ii. 
Analog  aus  ' 

zl^^u  =  1  —  K^S^U 

Zl'  U  =  —  K^GsttCit, 

woraus  folgt,  dass 

G^  =  . —  kG,     G^  =  i^'G 
ist,  und  dass  also 

SU  =  GcuZlu,   cu  ==  —  Gsu^u,  /i''U  = 
sich  ergiebt,  daher 

lu  =  G  i/i  —  s^u  yY^^ 


n^Gsucu     (15) 


%^s^u, 


'u  =  —  kGVI 


C't 


J'u 


c^u 


'.KGyi 


2  C    U  j 


TT,  ^hi 


(16) 


ist  auch  dem  Zeichen  nach  im.  Parallelogramm  ah' elf  (S. 99) 
richtig,  für  andere  u  aber  muss  das  Vorzeichen  der  Quadrat- 
wurzeln erst  bestimmt  werden. 

Für  die  Konstante  G  ergiebt  sich,  da  G=s(P)  ist,  und  aus 


folgt 

denn  es  ist 


'^2'^0 


(17) 


^oi—  '^0  =  —  -^o'W' 
und  da  ^q(u)  für  jedes  endliche  it  endlich  sein  muss, 

*o'(0)  =  -<(0)  =  0. 


Es  hängt  also  G  von  g[  =  e" 


ab. 
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27.  Das  Additionstheorem  für  die  eindeutige  doppelt- 
periodische  Funktion  F{ii)  von  u  ist  in  folgendem  Satze  ent- 
halten: 

F{ii-\-v)  drückt  sich  rational  durch  F(ii)y  F'(ii),  F{v) 

F'(v)  aus,  wobei  F\u)  =  -j-  ist. 

Wir  fassen  F{ii  -\-  v)  als  Funktion  von  u  auf^  indem 
wir  dem  v  einen  beliebigen,  aber  konstanten  Wert  beilegen. 
Als  solche  ist  F(u  +  ^)  eine  doppeltperiodische  eindeutige 
Funktion  von  u  und  lässt  sich  rational  durch  F(it)  und  ihre 
Ableitung  F'(u)  ausdrücken  (Satz  21  S.  90),  d.  h.  es  ist 

F(tt  +  v)  =  B,  {F(u) ,  F' (:1t)). 
Die  Koeffizienten  von  F(ii)  und  F\ti)  in  B^  hängen  von  v 
ab  und  müssen  auch  doppeltperiodische  Funktionen  von  v 
sein,  denn  F(ti  -\-  v)  ändert  sich  nicht,  wenn  man  v  um  die 
Perioden  von  F{ii)  ändert.  Daher  lassen  sich  diese  Koeffizienten 
auch  rational  durch  F{v)  und  F\v)  ausdrücken,  und  es  wird 
F{ii  +  v)=^  B{F(u),  F\u),  F(v),  F\v)) 

sein,  wo  die  jetzt  auftretenden  Koeffizienten  von  u  und  v  un- 
abhängig sind. 

Es  muss 
BiF(n),  F'(u),  F(v),  F'{v))  =  B(F{v),  F(v),  F{u),  F'{ic)) 

sein  und 

F{u)  =  RiF(u),  F\u),  F(0),  F\0)) 

=  BiF(p),r(p),r(ti),r(u)) 

sich  ergeben. 

28.    Wir  wollen  die  Formeln  für  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Funktionen  wirklich  aufstellen. 
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Wir  setzen 

f{ii)  =  s{v  -\-  u)  -\-  s(v  —  t(), 
indem  wir  v  beliebig,  aber  vor  der  Hand  konstant  annehmen. 
Dann   ist   f{u)    eine    eindeutige  doppeltperiodische   Funktion 
von  u  mit  den  Perioden  2(0,  qo\  welche  nur  unendlich  wird, 
wenn  s{v  ■\-  it)  oder  s(v  —  ii)  unendlich  wird. 
Nun  ist 

s(v  -\-  u)  =  oo    für    V  -\-  tt^  ^(o\    (o  -j-  ^G) 
s(v  —  ti)  =  oo    für    V  —  w  EEE  \(d',    (o  -\-  ^cj', 
d.  h.  f(it)    wird   im   ersten   Periodenparallelogramm   nur   un- 
endlich für 

und  da  v  ganz  willkürlich  ist,  so  sind  diese  vier  Werte  einander 
nicht  kongruent  nach  den  Perioden,  denn  wäre  beispielsweise 

SO  müsste 

—  2v^0  (mod  2c3,  co') 

sein,  also  v  einen  der  vier  Werte 


(O  CO  03  ^ 


haben. 

Unsere  Funktion  f(u)  ist  also  bei  willkürlich  gelassenem 
V  von  der  4.  Ordnung.  Suchen  wir  nun  die  vier  Nullstellen 
derselben. 

Soll 

f(ii^  =  s(v  -\-  u)  -{-  s{v  —  u)  =  0 
sein,  so  ist 

S{V  ~{-  u)  =  S{v  ll)  =  S(V  —  U  -\-  G)), 

also 

wo  m  und  m'  ganze  Zahlen  bedeuten.   Aus  der  letzten  Glei- 
chung folgt 

2u  =  (2m  -}-  l)(o  -\-  mca 
oder 

u  =  (2m  +  1)|  +  m'y- 

Von    diesen   Werten    fallen    in    das    Periodenparallelogramm 
2(0,  co'  die  vier  folgenden; 
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CO        So)       CO -\- (o'       Sco-f-o)' 


2  '       2    '  2       '  2 

Diese  vier  Nullstellen  müssen  für  f(ii)  einfache  Nullstellen 
sein,  da  f(ii)  von  der  4.  Ordnung  ist.  Man  überzeugt  sich 
übrigens  leicht,  dass  f  (}t)  für  diese  Werte  von  Null  ver- 
schieden ist.  Diese  Werte,  welche  f(ii)  =  0  machen,  sind 
nach  (8  a)  S.  96  dieselben,  welche  s  (tt)  ==  0  machen.  Für 
die  Werte,  für  welche  f(tt)  =  oo  ist,  wird 


(v  +  ^)~s\u) 


verschwinden  und  nur  für  diese  Werte;  denn  der  angeschrie- 
bene Ausdruck  ist  im  Periodenparallelogramm  2«,  co'  eine 
doppeltperiodische  Funktion  4.  Ordnung  von  tt,  da  er  nur  für 


0}  ,        CO 


2 

je  zweimal  unendlich  wird. 

Es  wird  also 

s'u 


Kf) 


SUl 


null  und  unendlich  für  dieselben  Werte,  wie  f(it)  und  sonst 
nicht.     Denn  für 

werden  Zähler   und  Nenner  beide  von  der  zweiten  Ordnung 
unendlich,  der  Bruch  bleibt  also  endlich.     Daher  ist 

s  u 


f(ti)  =  s(v  -{-  u)  -{-  s(v  —  ti)  =  G 


s'('y  + y)  — s'^ 


wo  G  eine  von  ii  unabhängige  Grösse  ist. 
Nach  den  Formeln  (14  b)  ist 

\       '      2  /  yisv 

also  ist  auch 

/INI/'  \  %   S    uoA 

siv  -\-  u)  4-  s{v  —  u)  =  c ö— 2- 

Setzt  man  u  =  0,  so  wird 

2sv  =  CK^s^vG  j 


(18b) 
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da  s'(0)  =  (t  ist  und  daher 

also  ist 

s{v  +  «.)  +  s(v  -  n)  =  -^  i_^.,.,,.„, 

woraus  ^  (18  a) 

/      ,       ^     ,       /             N          1         2sios'v 
S(V  -\-  U)  -j-  S{U  —  v)  =  -77  :; 2~2 2- 

folgt^  wenn  man  in  der  ersten  u  mit  v  vertauscht. 
Beachtet  man,  dass  nach  Gleichung  (15) 

s  II  =  Gcii^u 
ist,  so  wird 

s(tt  +  v)  +  siu  -  »)  =  i_^,,..„,., 

/         ,         V  /  N  2SVCU/du 

s(u  +  y)  —  s(u  —  «;)  = r—2 — o-  ' 

Durch  Addition  und  Subtraktion  ergiebt  sich  schliesslich 

,       ,       N          sucvziv  -\-  svcudu  /^  n    N 

siu  -\-  v)  = 2^ — ^ (lya) 

f            N         siicoAv — svcuzlu 
s(u  —  V)  =  — ^ö — 2 J 

welche  Formeln  das  Addiüomtheorem  für  die  Funktion  s(w) 
aussagen. 

Setzt  man 

c{v  -\-  u)  -\-  c{v  —  ll)  =  f{li) 

c{v  +  ^0  —  ^(^  —  '^0  =  9^(^)  ? 
so   ersieht   man,   dass   f{ii)   und  q){ii)  nur  unendlich  werden, 
wenn  c{v  -{-  u)  oder  c{v  —  ii)  unendlich  wird  d.  h.  für  Werte 
von  ^^  für  die 

1  K^S^VS^tl 

verschwindet,    wie    wir    soeben    bei    der    Funktion  s(v  -\-  ii) 
sahen.     Es  wird 

^/\  r\  CO        3  CO  .      co'     ^         .     CO 

f(^u)  =  0,   u  =  ~,    — ,    C0+—    2(0 +  Y 

/N          ^                   ^                       cö-l-co'         3co-|-  co' 
9W  =  0,    U==0   ,     G)    , ,     2 , 

also  ist 


cu 

,2  o2 


s^-y  s^i* 


WiU)  ==  Jd  •  5—^ ^—  =  —   jD(t  3 ^r^> 2~ 
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Setzt   man  in   der   ersten   Gleichung   u  ==  0,   in   der  zweiten 
^  =  Y ,   so  wird  nach  den  Gleichungen  (14) 

2cv  =  Ä,    2svzlv  =  BG 
sich  ergeben^  und  daher  ist 

c(u  +  V)  -\-  c(u  —  V)  =  2  , ^-K — K- 


r         X        \  /  \  c    SU^USVzJv 

c{ii  -\-  V)  —  c{ii  —  v)=^  —  2  ■ 


mithin 


v,"^ s^us^v  ^ 


'.(u  +  V)  =  ■ — . 2"^ — ^ (20a) 


Aendert  man  in  5(^t  +  «;)  u  um  —  ^  so  erhält  man 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (12)  ergiebt  sich 
(cucv^u^v  —  oc^siisv)(zfuzJv  —  K^susvcucv) 

=  {cucv  —  siisv^u^v)  (tc^  -\-  K^c^uc^v), 

also  ist 

c{u-\-v)  cucv  —  susvJudv 

zJ{u-\-v)         JuJv  —  Tl^SUSVCUCV 

und  zufolge  (20  a)  daher 

./         ,         N  JudV  —  K^SUSVCUCV  /^^      V 

^i^  +  ^)- 1  -  ,H'^us'-v (21a) 

Diese  Ausdrücke  für  s(ii  -\^  v)^  c(u  -\-  v),  z/(w  +  v)  kann 
man  zufolge  der  Gleichungen  (12)  noch  auf  andere  Formen 
bringen.     Denn  es  ergeben  sich  leicht  die  Indentitäten : 

(cucv^u^v  —  K^SUSV)  {/i%iAv  —  TC^SUSVCUCV)  = 
=  (cucv  —  susvAuAv)  {%^  +  %^c^uc'^v), 

{AUZIV  —  K^SUSVCliCv)  [ziuAv  +  %^StiSVC'UCv)  = 

=  (1  —  %^s^us^v)  (%^  +  %^  c^uc^v) , 
(sucvzJv  -f-  svcuzlu)  (Attz/v  +  K^susvcucv)  = 
=  (1  —  %^s^us^v)  (sucvziu-\-svciizIv) , 
und  daher  wird 
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/■       ,      X           sucv^u  -\-  svcu/lv 
sm  -j-  V)  =  - — - — j — -K 

^        '        ^  zJudv  -f-  -K^SUSVCUCV 


cucvzlitJv  —  -k'^susv 
duJv  -\-  n^susvcucv 


(19  b) 
(20  b) 
(21b) 


Aus  den  folgenden  Identitäten 

{sucvzJv  -\-  svcu^ii)  (sucvzlv  —  svcuJu) 
=  (s^u  —  s^v)  (1  —  x^s^us^v), 

(cucv  —  susvzlu^v)  (sucv^v  —  svcu^u) 
=  (sucu^v  —  svcv^u)  (1  —  x'^s^us^v), 

(z/^^z/t;  —  Tc^susvcticv)  (sucvziv  —  svcu^u) 
=  (sucv/lu  —  svcu^v)  (1  —  %^s^us^v) 

ergeben  sieb  dann  die  Formen 


s(u  -\-  v)  = 

c(u  -\-  v)  = 

z/(w  -\-  v)  = 


sucvJv  —  svcudu 
sucuzlv  —  svcv/iu 
sucvdv  —  svcuJu 
suevzlu  —  svcuziv 


(19  c) 
(20  c) 
(21c) 


sucvziv  —  svcuzJv 
Stellen  wir  die    erbaltenen  Formeln    zusammen,   indem 
wir  aucb  für  Vj  —  v  setzen,  so  erbalten  wir: 

sucvJv  +  svcudu 


s(ii  +  ^)  == 


c(tt  +  f )  = 


zJ  (u  +  ^)  = 


1  —  K^S^US^V 

sucvJu  +  svcuziv 
JuzJv  +  %^susvcucv 

s^u  —  s^v 
sucvdv  +  svcuJu 
cucv  +  susv  zludv 

1   —  K^S'^US^V 

cucv^u^v  +  yi^susv 
^udv  +  -K^susvcucv 
sucuJv  +  svcvJu 
sucv/Jv  +  svcuJu 
JuJv  +  -n^susvcucv 
1  —  K^-s'^us^v 
■k'^  -f-  y^c^uc^v 
JuJv  +  yi^susvcucv 

sucvztu  +  svcu/iv 
sucv/:lv  +  svcuJu 


(19) 


(20) 


(21) 
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Jede   dieser  drei  Formen  geht  über  in  die  anderen  lediglich 
durch  Benutzung  der  Gleichung  (12) 

C^li  -j-  S^U  =  1  j      Zlli  -\-  x^s^u  =  1. 

Es  ergiebt  sich  auch  noch  einfach 

s{u  +  v)  s{u  -v)  =  ^^  IV.C '  (22) 

da 

{siicv^v  -\-  svcuzltt)  (siicv^v  —  svcu/Ju) 

ist. 

Für  jede  ganze  Zahl  m  las  st  sich  s(mu)  rational  durch 

SU    und   SU  ausdrücken.     Es  ist eine  gerade  doppelt- 
periodische Funktion  von  u,  welche  die  Perioden  2o  und  cj' 

besitzt.  Dieselbe  lässt  sich  also  rational  durch  siu-\ — j 

allein  ausdrücken  [nach  dem  ersten  Satz  18  S.  82J.   Da  nun 

(,    CO  +  co'\  1   du  1     SU 

'         2      /  y,    cu         6-H  c^u 

ist,  so  lässt  sich  -^^ — -  rational  durch  su  und  s^u  ausdrücken, 

^  SU  ' 

^^  ^^^^  s(mu)  =  SU  [R{s'^u)  +  suP{shi)] 

ist,  wo  B  und  P  rationale  Funktionen  des  Arguments  s^  sind. 

Da  nun 

S(U  +  C?)  =  —  SUj    S^(U  -{-  (O)  =  s'^Uj    S\u  +09)=  —  SU 

ist,  so  folgt  für  ein  gerades  m  =  2v 
s[2v{u  +  a})]  =  s(2vu  +  2vcD)=s{2vit)=^  —  su[B{s^)—sXu)P{s^)] 
d.  h.  es  muss  R(s^)  ^  0  sein,  also  ist 

s(2vii)  =  SU  SU  P(s^  u)  5 
für  ein  ungerades  ni  =  2^  +  1  ergiebt  sich  dann 
s[2v  -{-  l)u]  =  suRifu). 
Die  explicite  Darstellung  der  Funktionen  P  und  R  bietet 
keine  besondere  Schwierigkeit,  da  alle  Null-  und  Unendlich- 
keitsstellen  derselben   bekannt   sind,    doch    soll  dieselbe  hier 
übergangen  werden.     Man  vergleiche  hierzu:    Abel,   „Precis 
d'une  theorie  des  fonctions  elliptiques^^  Grelle  Bd.  4  S.  236, 
sowie  die  neue  Ausgabe  seiner  gesammelten  Werke  Ghristiania 
1881  Bd.  I  S.  518;  Köuigsberger,  ,,Vor]esuDgen  üb.  die  Theorie 
der  ellipt.  Funktionen"  Leipzig  1874  IL  Theil  S.  204  u.  208  u.  a. 
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Aus  dem  Additionstheorem  für  die  elliptischen  Funk- 
tionen ergeben  sich  Additionstheoreme  für  die  'O'-Funktionen, 
und  umgekehlt  ergiebt  jedes  Additionstheorem  für  die  'ö'-Funk- 
tionen^  wie  wir  sehen  werden,  ein  Additionstheorem  für  die 
elliptischen  Funktionen. 

Führen  wir  in  die  Formel  (22)  -O'- Funktionen  ein,  so 
wird  dieselbe,  da 

S(U  -{-  V)  =  -^  -^, :  ,      S(U  —  V)  =  ^   ^. { 

_  ^  öxW  ,,,  _  ^3  ^1  JV) 

ist,  lauten 

^1  (^  4-  «^)  ^1  (u  —  v) &^^u d'Q^v  —  -ö-j ^v  &^^u 

Da  Zähler  und  Nenner  rechter  Hand  für  allgemeine  Werte 
von  u  und  v  keinen  Faktor  gemeinschaftlich  haben  und  der 
Zähler  links  und  rechts  für  u  =  v  verschwindet,  während  der 
Nenner  endlich  bleibt,  so  kann  man 

setzen,  wobei  q  zu  bestimmen  ist. 
Nun  ist 

^  ~     Q-^iu  -{-  v)  ^1  {u  —  V) 

aus  der  ersten  Gleichung  bestimmt,  bei  konstantem  v  eine 
doppeltperiodische  Funktion  von  tiy  mit  den  Perioden  a,  co\ 
Denn  ändert  man  u  um  oj,  so  bleibt  Zähler  und  Nenner  un- 
geändert.     Aendert  man  aber  u  um  w',  so  wird 
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^^\u  +  a)')^^h  —  d^^^v&^\u  +  co')  = 


113 


—  2{2M4-aJ')  — 


7^^ 


.      —  2(2m  +  w') 

==  '9-1  (w  +  ?;)'9'i(«t  —  v)e  «> , 

also  bleibt  p  aucli  ungeändert.  Es  kann  nun  q  im  Perioden- 
parallelogramm  o,  ci  unendlich  werden  nur  für  u  ^  v  und 
w  E^  —  V'^  da  aber  für  diese  Werte  der  Zäliler  auch  ver- 
schwindet, so  kann  q  überhaupt  für  keinen  Wert  von  u  im 
Periodenparallelogramm  unendlich  werden^  ist  also  von  ti  un- 
abhängig.    Setzt  man  also  ^t  =  0,  so  wird 

auch  von  v  unabhängig  und  von  Null  verschieden. 

Dieselbe    Betrachtung    ergiebt    für    q    aus    der    zweiten 
Gleichung  denselben  Wert.     Also  ist 

%'Q^^^{ii  +  v)^^{ii  —  v)  =  ^^^ud'Q^v  —  ^^^vd^^hi 
^o^^o(u  +  v)d'Q{u  —  v)  =  ^^hid'Q^v  —  d-^hid^^^v. 


Ersetzt  man  in  beiden  u  durch  tt 


so  erhält  man 


so 


^Q^^s{u  +  v)d'^(u  —  v)  =  ^^^Ud'(^H  —  ^^^lld^j^V. 

Aendert  man  in  diesen  Formeln  ii  und  v  jedes  um  -— ; 

bleibt  die  rechte  Seite  bis  aufs  Vorzeichen  ungeändert,  wäh- 
rend links  andere  '^'-Funktionen  auftreten  5  man  erhält  daher 
für  jede  linke  Seite  zwei  Ausdrücke.  Es  ergeben  sich  hier- 
durch folgende  Formeln 


^^Ux^^V 


%'^^V^^U 


^^^^{%  +  ^)'^oO^  —  V)  =  %'^U%'^'Ü  —  %'^-%i^^V 


^'^U^^V  —  ^'fli.^^V 


V'9'2(«  +  ^)*2(«- 

-.)   = 

=  ^^U^^V 

^^^vd^s^u 

.     = 

■■  d^Q^ud'^H  ■ 

—  d^^hi&^^v 

^o'«-3(«   +  ■»)%{}<.  - 

-v)  = 

=  d'^Hi^^H 

—  d'^^Ud^^H 

== 

■■  d'^hid;^^v 

-^,Hi^,'v    . 

(22) 


Bob:ek,  eil.  Funktionen. 
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Die  zweite   Gleidiung:  liefert  uns    eine  bereits   bekannte 


Relation,  wenn  man  ti  =  0,  v  ==  0  setzt,  nämlich 
oder 


V  =  ^3* 


^/ 


V  +  »/  = » 


3      5 


die  wir  auf  S.  101  (13  a)  bereits  gefunden  baben.  Eine  Aenderung 
von  ti  und  v  um  —  lässt  beide  Seiten  der  Gleichungen  (22) 

ungeändert. 

Die  erste  Formel  (18  b)  giebt,  wenn  man  die  elliptischen 
Funktionen  durch  die  -^-Funktionen  ersetzt: 

'O'g  &j^  {u  -\-  v)  -ö-o  {u  —  V)  -\-  Q'y  {u  —  v)  %-Q  {u  -{-  v) 


=  2^«^ 


^'^{u  -f-  v)d'f^{u  —  v) 


und  zufolge  der  zweiten  Gleichung  (22) 

^2^,[^l{u  +  V)^,{U  -V)  +  ^,(U  -  V)%iu  +  v)-\ 

woraus  durch  Yertauschung  von  u  und  v  folgt 

=  2%^^v%'^v^2U%^u. 

Durch  Addition  und  Subtraktion  beider  erhält  man  die 
Gleichungen 

^2'^3'^i(^*  +  ^)'^o(^*  —  'i;)  =  ^f^u^^u^^v^r^v  \ 

xf^^.^xf^ili  —  'i^)'^oO^  +  ^0  =  ^i^Ux^iU^^Vx^^V 
^f^^^^c^ill  +  V)^^{\1  —  V)  =  %'o,U^<^U%'2V^^V 
'^2'^3'^30'  +  ^)'^2(^*  —  -i^)  =  %.^U^<^\i%'2V%'^V 

von   welchen    die    letzten    zwei    aus   den   ersten   zwei   folgen 
durch  Aenderung  von  ih  um  —  • 

30.    Die  vorstehenden  Formeln,   welche  aus  dem  Addi- 
tionstheorem für  s(u)   folgten,   werden   wir   späterhin    allein 


(23) 
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verwenden.  Doch  soll  hier,  unabhängig  von  dem  Vorher- 
gehenden, ganz  selbständig  ein  Additionstheorem  für  die 
'^'-Funktionen  abgeleitet  werden.  Aus  den  Formeln,  welche 
wir  für  die  '^'-Funktionen  erhalten  werden,  ergiebt  sich  dann 
umgekehrt  das  Additionstheorem  für  die  Funktionen  sii,  cu, 
^iL  Die  im  Folgenden  durchgeführte  Ableitung  des  Additions- 
theorems ist  die  von  Herrn  Prim  im  Crelle'schen  Journal 
Bd.  93  S.  124  für  '^-Funktionen  beliebig  vieler  Argumente 
gegebene. 

Wir    definirten    die    allgemeine    -ö'- Funktion    durch    die 
Gleichungen 

_(2?,  +  cu')^      (a) 
%'{ii  -f  Q  ,  f,  a)  =  (-  iy%'{u,  6,  s)e 

dann  war 

d'(u,  s  -\-  2v,  s)  =  &(ii,  es)  ) 

d'iu,    6,  6    +  2^)  =  (-   iy^^d^{u,  ££),]  ^^^ 

'9'(—  U,    £S)  =  (—   ly^'d^^lt,    ££)  (C) 

Wir  führen  folgende  Grössen  ein: 

ti  -{-  V  -{-  tv  -\-  t  =  2u 
u  -{-  V  —  tu  —  t  =  2v 
u  —  V  -\-  w  —  t  =  2tü 
u  —  V  —  tu  -\-  t  =  2f , 


woraus 


(24) 


li  -\-  V  -\-  IV  -\-  t'  =  2ii 

II  -\-  V  —  i'V  —  t'  =  2v 

u  —  V  -\-  IV  —  t'  =  2-w 

u  ■ —  v  —  IV  -\-  t'  =  2t 

folgt.    Betrachten  wir  für  einen  Augenblick  v,  tv,  t  als  kon- 
stant und  nur  u  variabel,  und  setzen  demgemäss 

d'{2u\   £b)%^{2v\   £8)%^{2lV,   ££)d^{2t',   88)  ==  (p{2u,   Ss). 

Ersetzt  man  nun  u  durch  u  -{-  ~ ,  so  ändert  sich 


2ii,    2v,   2tv,    2t' 
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jedes  um  — ,  also  wird  nach  (d)^  da  ;c  =  0  ist,  das  Produkt 
der  vier  Funktionen  übergehen  in 

'9'(2«^;f,£'  +  l)^(2v>,£'  +  l)'9'(2^(;>,f'  +  l)'9'(2r,  £,£'+!) 

=  q)(2u,  Sj  s  +  1) 
oder  es  ist 

(p(2u  -\-  cj,  es)  =  (p(2u,  Sy  £  +  1). 

Aendert  man  u  aber  um  — ,    so  wird  nach  (d) 

z  =  0,     jf'  =  l, 
also 

<^(2«'+f,«')*(2«;'+f,.£')*(2««'+f,«s')*(2f+|,«.') 
=  ^(2m',  £  +  1,  «')0-(2«)',  «  +  1,  e)»{^w',  «  +  1,  «') 

X^{2t\  £+  1,  £0^  ; 

daher  ist 

9(2^(  -|-  03  5  ff')  =  g)(2u,  s,  e  +  1) 

9)(2i^  +  tö  ,  ££)  =  9)(2w,  £  +  1,  £)e  ";.       (e) 

Nach  Gleichung  (b)  ergiebt  sich  ferner 

q)(2u,  £  +  2v,  £)  =  (p(2u^  ££) 
q)(2u,  £,  £  -}- 2^)  =  cp(2u,  ££), 

d.  h.   die   q){2u,  ££)   sind  nur  für  Werte   ££'   von  einander 
verschieden,  die  0  oder  1  sind.     Wir  wollen  die  vier  Werte 

(p(2u,  00),   (p{2u,   10),  (p(2u,  0,  —1),    (p(2u,  1,  —1) 

als   die  Fundamentalwerte   annehmen,   also   £,   £    die  Werte- 
paare 

00,    10,    0—1,    1-1 

durchlaufen  lassen.     In  diesem  Sinue  setzen  wir 

0(2u)  =  ^g){2u,  ££), 
« «' 

dann  wird  nach  der  Gleichung  (e) 

0(2u  -{-  cd)  =  0(2u) 


0(2u  +  «  )  =  0(2t{)e 


,    Tti 
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Mit  Rücksiclit  auf  die  Gleichungen  (a)  folgt  hieraus,  dass 

0(2ii)  =  c.^(2u,  00) 
ist,  wo  c  von  ti  abhängig  ist. 

Führt  man  in  cp(2ti,  ss)  an  Stelle  von  tv,  t' ...  — iv , 

—  t'  ein,  so  vrird  das  Produkt 

d'{2w\  ss)d'(2t\  se)  =  ^{—  2tv,  ss)d'(—  2f,  ss), 
d.  h.  cp{2iiy  ss)  bleibt  ungeändert. 

Zufolge  der  Gleichungen  (24)  tritt  aber  an  Stelle  von 
u...  V.  Daher  ist  ^{2u)  dieselbe  Funktion  von  v,  wie  von 
u,  d.  h.  es  ist 

Q{2u,  2v)  =  c%'{2v,  00)'^(2w,  00), 
wo  c  von  tt  und  v  unabhängig  sind. 

Führt  man  nun  —  v,  —  t'  an  Stelle  von  v,  t'  und  dann 

—  v\  —  %v  an  Stelle  von  v ^  iv  ein,  so  erkennt  man,  dass 
0  auch  von  iv  und  t  dieselbe  Funktion  sein  muss,  wie  von 
u  d.  h.  dass 

Q{2u,  2v,  2w,  2t)  =  c%'{2u,00)^(2v,00)d'(2w,0Q)^{2t,00) 
ist,  wo  c  von  u,  v,  tVy  t  unabhängig  ist. 
Wir  erhalten  mithin  die  Gleichung 

c .  ^^(2u)?t^{2v)^^{2tv)d'^{2t) 

=^d^(2u,  ss)^(2v,  ss)d^(2w,  ss)^(2t',  ss) 


=  ^,{2u)^,(^v)^,{2w)&,(2f) 

^'^(2u)^'^(2v)^'^{2^ü)^'^(2t') 

d^^(2ii)d^^(2v)d'^{2w)&^(2f) 

^'^(2u)^'^(2v')^'^(2^v)^'^{2r).^ 

Um  c  zu  bestimmen,  können  wir 

u  =  0,    v  =  0,    w  =  0,    ^  =  0, 
also  auch  '        n       '        n        '        a     ^-        /^ 

setzen,  dann  folgt 

da  wir  aber  S.   101  fanden 

»,'  =  V  +  V, 

so  ersieht  man,  dass  c  =  2  sein  muss. 


(f) 
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Wir  rekurriren  hier  aber  nicht  auf  diese  Formel,  son- 
dern wollen  vor  der  Hand  c  in  der  Gleichung  behalten,  da 
wir  gleich  ein  Mittel  bekommen,  diese  Konstante  direkt  aus 
der  Entwickelung  zu  bestimmen. 

Vertauschen  wir  in  der  angeschriebenen  Formel  u,  v,  w,  t 
mit  u\  V,  IV ,  t\  so  muss  dieselbe  Geltung  behalten,  wie  aus 
den  Gleichungen  (24)  folgt.     Es  ist  dann 

c^{2ii,  0  0)^(2^;  00)^(2^^',  00)^{2t\  0  0) 

=^#(2w,  ss)Q'{2v,  8a)%'(2w,  eB)^{2t,  ee). 

s  s 

Nun  setzen  wir  an  Stelle  von 

2«,     2v,     2'iv,     2t 
die  Grössen 

2u  +  71(0  -\-  r](o' ,      2v -\- Q  ^ -{- Q~, 


(O 


2  1  r    lu        .  tu  r-»  ,  P     -T"  ö  Q   ~T~  ^ 


o      «; 


dann  gehen  nach  (24) 


über  in 


2u,     2vy    2^v-,    2t' 


2,'  +  i4±^  +  n±,^, 


Zufolge  der  Gleichung  (d)  wird  daher 


,      7}  —  Q  —  G       , 


^ 


^(2u  +ri'^  +  ^ay,  0  0)^(2^' + 
\2ivAr-^ 


03  +  4^0,',  00) 


X 


f  ^«',00^  2r+ 


^  +  <^       '     C\C\\cx{^4f    I     ri—Q—G    _      ,     tl-Q  —  G 


0)  + 


^{2%i\  71, 7i)?t{2v]  71  +  Q,  n  +  Q)^i2w',  n-\-  Qy  n  -\-q) 

X  ^(2t'  '^  7j  —  Q  —  ^,  V  —  q'  —  o')e 


09',  00) 


(X) 


wobei 

N=7l 


O     '    I     ^  \     V      r 


+  {v  +  q) 


2?; +  ^4— «  +  -4-^0 


+  (,  +  (.)  ^.'  +  ^-^'03  +  ^^03' 


+  (^  —  ^  —  ö) 


2t'  -\r 


2        "     '         4 
ri—  q'—  g 


09  -f- 


V  —  Q 


G   n 

—    (D 
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ist.     Ferner  ist 

d-(2u  +  rj'a)  -\-  Tjco',   £s)d'[2v  -\-  -^  a  -\- -^  cq' ,   esjX 


^[2iv  +  ^  03  +  -^  «;  8s]^2t  -  ^  ^-'-±1^'^  ,i) 


==  ^(2u^  6  +  2rj,  B  +  2'r])%'(2v,  s  +  q,  /  +  q)  X 


%'(2w,  8  -{-  a,  s  -\-  6')x^{2t,  s  —  Q  —  6,  e  —  ()' — 6')e 
wobei 


J£ 


+  ö 


'^(;' 


4^ 


2 
(9  +  ^) 


o       I    ^'+9'         I     9      ' 
2^  +  — ^«+-03 


~2t  '  ^-^-^ 


m  — —. —  ß) 


2  4 

Setzen  wir  dieses  in  die  frühere  Gleichung  ein^  so  wird 

c^^i^u^  ri7j')d'{2v\  rj  -{-  Q,  ^'+  Q')d'(2tv,  t^  +  (?,  r]' -{-  a')X 
^(t',  71  —  Q  —  6,  rj'~  Q  —  ö')  =  V#(2w,  £  +  2^,  £'+  2i?')  X 

^^'  TT'» 

Wir  reduciren  nun  die  Exponentielle.     Es  ist 


M,s'  =  2[2r}u-\-Q(v-^t)  +  ö(iv—t)]  + 
+ 


2       9^       a^       (H-o)^ 


^(/+  2V)  +  (>  ^  +  ^  ^'  -  ((>  +  ^)  '-''-' 


CO 


CJ  . 


2         '  2  vs-     I     -y  2 

Aus  den  Gleichungen  (24)  führe  man  für  tt,  Vj  w,  t  die 
u  j  V ,  IV  y  f  ein^  so  wird 

Mea'  =  2[r]ii  -{-  (r}-{-Q)v-\-  (rj  +  a)  iv  ■-\-  (rj  —  q  —  ö)  f] 


+ 


0'+ 


c\  /    I  f    ,  f    ,     Q  G  -\-G  Q       ,        , 

2rj7i+QQ +66+^-^^  +  6  71 


O. 


Nun  kann  man  N  umformen  in 

N  =  2[7itt  +  (7}  +  q)v  +  (tj  +  6)iu  +  (7}  —  Q  —  6)t'] 


+ 


^  I  iv  +  Qy  I  iv  +  g)^  I  (^  —  g — 9)^ 


G) 


+ 


+ 


=  2\7iu  +  (fj  +  ())v'+  (^  +  (?)^'+  ('^  —  9  —  (^)t'] 

QG+QO 


'J^+l+^+M 


Cö'-f- 


2^^'"l~  qq'~\~^^'  ~\~ 


CO 


o. 
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Mitbin  ist 

Mss'  —  N=  srjcj, 
also 

7t  i  ^ 

e    <"'  ''         =  e-'  '^^'  =  (—  1)-^ ''  =  (—  1)*  "J      ■ 
und  da 

'  ^(2w,  E  +  2ri,  E  +  2 V)  =  (—  ly^fd^ißu,  E e) 
ist  nach  der  Gleichung  (b),  so  folgt  einfach 
cd'(2ll\  rjrj')  d'{2v,  rj-^-g,  iq  -\-  q)  %'{2w,  ^  +  <?,  i^'  +  ^')  X 

SS 

%'{2v,E-{-Q,E+Q)%^{2w,E-\-(3,E+6)^{2t,E  —  Q  —  a,E—Q—a). 

Hierbei  sind  riri,  qq,  ö(j  beliebige  ganze  Zahlen,  die 
man  aber  nicht  grösser  als  0  und  1  zu  nehmen  braucht. 

Die  vorstehende  Gleichung  giebt  uns  ein  Mittel  an  die 
Hand,  die  Konstante  c  zu  bestimmen.  Wir  setzen  in  der- 
selben ^  ==  0,  ^'  =  0,  (?  =  0,  (?'  =  0  und  erhalten: 

cd'(2u,  riYi)  '9'(2v',  rill])  Q'(2iv,  tjt]')  ^(2f,  tj'tj) 

=^(—iy'l'+'''i&(2u,E£)  d^{2v,E£)  d'(2w,££)  d^(2t,££). 
es' 

Wir  Summiren  nun  rechts  und  links  über  alle  zulässigen 
rjy  Yi  und  erhalten,  wenn  wir  rechts  die  Summation  über  yi^i 
mit  der  über  ee    vertauschen: 

c  y',%'(2ii\  Tjrj')  d'(2v,  iqri)  %'{2w,  tjtj')  Q'(2t\  r^rj') 


=2j  ^  (— iy'^'+'''^'^(2w,  ££)  ^{2v,  ee)  ^{2iv,  ee)  %^{2t,  ee) 

ss'      rjrj' 

=^[d'{2u,EE)^{2v,E£)^(2v,E£)^{2t,EE)'^{-iy^f+^'^\ 
ea'    L  yjrj'  J 

Der  zu  jedem   Summanden  für   ein  bestimmtes   ee    zu- 
tretende Faktor 


^ 


(^ —  1)«'?'+«''? 


*/»? 


ist  aber  null,  sobald  nicht  e  =  0,  e  =  0  ist,  denn  es  ist 

2'(-i)'''+-'=(-i)+(-iy+(-i)-+(-ir-=o, 
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wenn  nicht  £  =  0,  6=0  ist.     Für  £  =  0,  8=0  wird 

und  daher  ist: 

'?'?'         =  4'^(2w,  00),  d'{2v,  00),  '9'(2^t;,  00),  '9'(2^,  00). 
Aus   der  Gleichung  (f)  auf  Seite  117  folgt  aber,   wenn 
man  beide  Seiten  mit  c  multiplizirt  und  1^»^'  statt  es  schreibt: 

'^'^'        =  c^d'(2u,  00)  d^(2v,  00)  d'(2tu,  00)  d'{2t,  00), 

daher  ist 

c^  =  4     und     c  =  +  2. 

Welches    Vorzeichen    zu    nehmen    ist,    entscheidet    man 
leicht,  da  aus  der  Gleichung  (f)  für 

II  =  0,v  =  0,w  =  Ojt  =  0 
folgt 

und  nach  den  Gleichungen  auf  S.  64 


1 

OD  ■  00       * 

1  +2^r=]  +  [l  +  2^(-  1)»2«']V  16  3 


4 
L     1 


1  1 

für  g  =  0,  c  =  -\-  2  folgt. 

Wir  erhalten  daher  als  Schlussgleichung 
2xl'{2ii,  rm')  %'{2v\  ^  +  (),  ^'+  q)  ^{2w\  ^  +  ^,  ^'  +  ^') 
X  ^{2t',  ri  —  Q  —  6,Yi  —  Q  —6') 

=  ^(—  l)^'''+*'?>(2ie,  fO  ^{2v,  £  +  ^,  £'  +  q)  (^^) 

X  d'(2w,  e  +  6,  £  +  6'\  d^(2tj  6—Q  —(?,£'-  Q—ö'), 

wobei  zwischen  den  Argumenten  die  Relationen  stattfinden: 

u-\-v-{-tü-\-t  =  2u  tt  -{-  V  -\-  w  -\-  t'  =  2ii 

u  -\-  V  —  w  —  t  =  2v  li  -\-  V  -\-  w  —  f  =  2v 

u  —  V  -\-  w  —  t  =  2w'  i(  —  V  -\-  w  —  t'  ^2w 

u  —  V  —  w  -\-  t  =  2t'  u  —  V  —  w  -{-  f  =  2t. 


122  VI-    Additionstheoreme  der  Thetafunktionen. 

Die  Formel  (25)  enthält  20  von  einander  wesentlich  ver- 
schiedene ^-Relationen.  Man  kann  linker  Hand  drei  der  d' 
beliebig  annehmen,  dann  ist  die  vierte  bestimmt ,  da  rjr]', 
qq',  öö'  durch  diese  Annahme  bestimmt  sind.  Wählt  man 
alle  drei  d^  mit  denselben  Ghakteristiken,  so  hat  die  vierte  d' 
auch  dieselbe  Charakteristik.     Denn  ist 

(^^',vv    ganze  Zahlen),  so  folgt: 

fj  Q  0  =  7]     —   2(ft  V  -\-  <S) 

7] Q  6  =  7]    2(ft'' V   -\-  ö'), 

d.  h.  die  Charakteristik  der  vierten  d^  ist  auch  (tj,  t]'). 

Wählt  man  zwei  der  %'  mit  denselben  Charakteristiken, 
so  haben  die  zwei  übrigen  auch  gleiche  Charakteristiken. 
Denn  ist 

Y]  -\-  Q  =  7]  -\-  2v 

so  folgt,  dass 

■}]    Q    —    6=7]    -\-   6    —    2{V    -\-   ö) 

7]  —  Q  —  a  =  7]  -\-  ö'  —  2  iy'  +  <?') 

ist,  und  dass  also  die  anderen  zwei  xf'  gleiche  Charakteristik 
besitzen. 

Hieraus  folgt:  Nimmt  man  bei  drei  der  %"  verschiedene 
Charakteristiken  an,  so  hat  die  vierte  #•  die  noch  übrig- 
bleibende vierte  Charakteristik. 

In  der  Formel  (25)  sind  also  20  verschiedene  Formeln 
enthalten,  nämlich: 

4  Formeln,  in  denen  linker  Hatid  dieselbe  'O'-Funktion  auftritt, 
4        „  „       „         ,,         „      vier  verschiedene, 

2-6        „  „       „         „         „      zwei  gleiche 

^'-Funktionen  auftreten. 

Wir  wollen  diese  Formeln  hier  folgen  lassen. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

n.,    =    ^y.{2u)%'y.{2v)^y,{2w)%'yi2t) 

und  (26  a) 

77;    =    ^y.{2u)%'yX2v)d'y,{2w)%'yi2t'), 
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so  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (25): 

(5  =  0,  ^'  =  0. 
Diese  Gleicliungen  (26)  sind  dieselben,  wie  die  Gleichungen  (24), 
wenn  man  ii,  v,  tv,  t  durch  U^,  ./Tg,  11^,  11^  ersetzt,   und   aus 
ihnen   folgt   auch   in   genau   derselben   Weise    die   Auflösung 
nach  den  U^,  nämlich 

2  773  =  773' +  77/ +77/+ 77; 

277ä  =  7I3'  +  77/  --  77/  —  77„' 

277„  =  773'-77/-77/+77;. 

Jede  Eelation,  die  sich  zwischen  den  Grössen  u,  v,  tv,  t] 
Uj  V,  w\  f  als  Folge   der  Gleichungen   (24)   ergiebt,   besteht 
auch  notwendig   zwischen   den  -O'-Produkten,  und  umgekehrt. 
Setzt  man 

P3  =  ^3  (2it)  d^,^  (2  v)  d^Q  (2  tv)  'O'i  (2 1) 

P,  =  ^,(2u)^,(2v)^,{2iv)^,(2t) 

.       F^=^^  (2  u)  '^'o  (2  v)  %',^  (2  tv)  '9-3  (2  0 

Po  =  ^0(2^0^1(2^)^3(2^^)^2(20, 
so  ergiebt  die  Gleichung  (25) 
2%^,  {2u) ^,(2v) ^^{2iv) %{2t')  =  P,  +  P,  +  P,  +  P, 
2^,{2n')^,{2v)^,(2w)d'^(2t')  ^P,  +  P,-P,-P, 
2%{2n')  ^,{2v')  ^,{2w')  d^,(2f)  =  P^-P,  +  P,-P, 
2^,{2u)  ^,  {2v)  %  {2iv')  ^,  {2t')  =  P^-^P,-P.^  +  P^ 

mvri  =  l,ri'^  —  l;  Q  =  0,Q^-1;  0  =  1,6  =  0:    ^     ^ 
^^    ri==0,ri  =  -l',Q  =  0,Q  =  -l;ö=\,a  =  0 
ri  =  0,7i'  =  0]  Q  =  0,Q  =    -1;  ö==  !,(?'  =  0 
rj==l,rj'  =  0]  q  =  0,q'  =  —  1;  ^=1,^  =  0. 


V 


(26) 
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(27) 


Durch   Auflösung  dieser   erhält   man,   wenn  Pi   aus  Py^ 
hervorgeht,  durch  Yertauschung  der  w,  Vj  iv,  t  mit  u  ,  v  ,  iv\  t' : 

2P,  =  p;  +  p;  -  p;  -  p„' 
2P,  =  p;  -  p/  +  p;  -  p„' 

2Po  =  -P/  -  J*/  -  -p;  +  Pö- 

Diese   Gleichungen    gehen  über  in    die    Gleichung   (24), 

wenn  man 

p     p     p     p  .    p'    p'    p'    p' 

■^1?  -^2;  -^37  -^05    -^1)  ^2;  -^3;  -^0 

resp.  ersetzt  durch 

und  jeder  Relation  zwischen   den  u,  Vy  iVj  t  und  %i,  v\  w  ^  t' 
muss  daher   einer  Relation  zwischen  P  und  P'   entsprechen. 
Wir  setzen  ferner: 

Uiu  =  ^i(2ii)  ^i(2v)  ^k{2w)  M2t) 

n-,  =  d^i(2u')  ^^^(^v)  ^n{2w)  ^ä(2  0; 

so    ergiebt    die    Gleichung    (25)    für    leicht    zu    bestimmende 
Werte  die  Charakteristiken: 

2i7o3  =  iTo3   +   ^12  +  ^21  +  .^30 

27Ii'2 
27721 


^03  ~r  77i2         7i2i         ^igQ 


^03  —  -^12  +   ^21    -    -n. 


30 


2774  =  TT, 


03 


77. 


12 


^21   +  ^. 


277o2  =  U^^  +  77,3  +  ^20  +  ^i 


30 


(28) 


'31 


27^13  ==  U,^  +  7ri3  -  TT. 
27r.'o 


77. 


31 


^02  -  -ff.3  +  ^20  -  Ä 


■^31 


27731  =  77q2  —  77i3  —  ^20  4"  ^31 

27^32  =  TTgg  +  ^23  +  ^10  +  ^( 

27r4  =  7^32  +  U^^  -  n, 
277io  =  7r32  -  7?23  +  77, 


(29) 


Ol 


-10 


77 


Ol 


10 


7r 


Ol 


(30) 


277oi  =  7/32  —  7723  —  ^10  +  ^01- 

Es  ist  ohne  weiters  klar,  wie  man  jede  Relation  zwischen 
den  it',  V ,  w\  t\  u,  ^;,  tVj  t  durch  solche  zwischen  den  Grössen 
Uih  und  n'ih  ersetzen  kann. 
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Hier  einige  Relationen  zwischen  den  Grössen,  die  sich 
aus  den  Gleichungen  (24)  ohne  Mühe  ergeben: 

u  -\-  V  =  u  -{-  V  u  —  V  =  w'  -\-  f 

II  -\-  w  =  u  -\-  w  u  —  w  =^=  V    -\-  f 

U  -\-  t    =  U   -\-  f  U t    =  V     -\-  IV 

UV   —  zvt  =  UV    —  w'f 
uw  —  vt   =  tlfV   —  vf 
ut  — '  VW  =  uf   —  v'w 

^2  _|_  ^2  ^  ^^2  ^f  =  ^/2  _|.  ^'2  _J_  ^'2  _[_  f2 

2(uv  +  wt)  ==  u^  +  v^  —  w^  -  ^^ 
2(uw  +  vt)  =  u^  —  v'  +  w'  -  f' 
2{ut  +  vw)  ==  u^  —  v^  -  %ü^  +  ri 

Aus  diesen  ergeben  sich  die  reciproken  durch  Ver- 
tauschung von  %{j^  V,  w,  t  mit  li  y  v,  iv,  t\ 

31.  Aus  den  eben  abgeleiteten  Formeln  für  die  -O'-Funk- 
tionen  ergeben  sich  die  Additionsformeln  für  die  elliptischen 
Funktionen  su,  cu,  ^u. 

Setzt  man  beispielsweise  in  den  Formeln  (27) 

U  =  V,   w  =  t, 

wodurch 

u  =  u  -{-  w,  V  =  u  —  w,  «^'  =  0,  f  =  0 

wird,   so  giebt  die  erste  Gleichung,  wenn  ^u,  \iv  an  Stelle 
von  u  und  w  geschrieben  wird, 

^2%^l{^  +  w)Q'^(u  —  w) 

Macht  man  dieselbe  Substitution  in  den  Gleichungen  (26), 
so  folgt,  da 

wird,  also 

ist, 

n',  =  n,  —  n,  =  n,-n,, 

oder: 

0-o''9'o(^t  +  ^v)^q{u  —  iv)  =  Q^^^ud'^^w  —  ^^^^uQ'^^w,     (32) 
Dividirt  man  beide  Gleichungen  durch  einander,  so  folgt: 
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&2  ^3  ^1  (**  +  «^)    "^1  U'd'QUd'c^lvd'^  W  -^d'^Ud'^uQ-^  IV&q  tu 

daher 


/        ,        N          SUCtü  diu  -\-  sw  cic  ziu 
s(u  -{-  w)  = ^4 ^— 

Setzt  man  in  der  ersten  Oleicliung  (29) 

II     =     Wy       V     ^      ty 

also 

li  =M  +  V,   V   ==  0,   W  =  U  —  Vy    f  =  0 

und  ersetzt  dann  u  und  t;  durch  -|^^*  und  ^v^  so  wird,  da 

7731  =  0 
ist,  also 

sich  ergiebt, 

IZ02  =  i7o2  +  ^31   =  ^13  +  ^20? 

oder 

und  da  nach  eben  hingeschriebener  Relation 

ist,  so  folgt: 

^  &Q {u  —  v)  ~~  -^o^w^o"^  —  ^i^u&^^-v  ' 

oder 

-Ö-O  &2'^^0^2'^      I     "^3  "^l  '^*  '^3  "^l  ^        "^0  "^3  **  "^0  "^3  ^ 

^  -ö-o (t*  —  v)  -o-a^  .^-g^-^i^^^   ^3^.e^  ' 

daher 

/             V         CMC«;  +  susvzluzlv 
c(u  ~  v)  = — ' — ^^—-^ 

Durch  dieselbe  Substitution,  wie  sie  eben  vorgenommen 
wurde,  ergiebt  die  erste  Gleichung  (28),  da 

772 1  =  0 
ist,  also 

T'os  ~r  7/21  =  7r,2  +  7/30, 
77o3  ==  7^03  +  7Z21, 
oder 
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und 
also 

woraus 

JuJv  -\-  -K^susveucv 


zl(it  —  v)  = 


,2o2. 


1  —  yi^S^US^V 

folgt. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  leicht  ersichtlich^  wie  mau 
die  anderen  in  (19)^  (20),  (21)  hingeschriebenen  Formen  des 
Additionstheorems  unserer  doppeltperiodischen  Funktionen 
erhält. 

32.  Wir  wollen  die  Relationen  zwischen  den  'O'-Funk- 
tionen'noch  dazu  benutzen,  um  die  S.  104  berechnete  Kon- 
stante 

in  einfacherer  Form  darzustellen. 
Wenn  wir  die  Gleichung 

nach  V  differentiiren  und  —^ —  =  %''v  setzen,  wobei  also 

dQ'iu -{- v)         d%-(u -[- v)         ^,  f       ,      s 

-1-^ —  =   ^/    ,     N    =  '0'  (m  +  «;) 

dv  d{u  -f-  v)  VI/ 

folgt,  da  u  als  konstant  betrachtet  wird,  während 

d&{u  —  v)  ^,  ,  s 

— H =  —  '9'  iu  —  v) 

dv  ^  ^ 

ist,  so  ergiebt  sich 

Setzt  man  nun  v  =  0,  so  wird,  da 

ist,  denn  ^oiv),  ^^'{v),  ^2^^)  ^^^^  ungerade  Funktionen  von  v^ 
Diese  Gleichung  zweimal  nach  ti  differentiirt  liefert: 
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Es  ist  aber  auch 

da  beide  Funktionen  ^q'X"^)  ^^^  ^iXu)  ungerade  Funktionen 
von  it  sind^  man  erhält  also,  wenn  u  =  0  gesetzt  wird, 

und  da  '^/,  d'2,  d-^,  ^q  nicht  null  sind,  die  Relation 

^1'  -  ^,  ^  ^3  ^  ^0  ^  ^ 

Es  ist   die  allgemeine  -O'-Funktion  durch  die  Gleichung 
definirt  gewesen: 


Die  Reihe  rechter  Hand  konvergirt  für  alle  Werte  von  u 
unbedingt  und  gleichmässig,  kann  also  differentiirt  werden, 
und  die  Summe  der  Differentialquotienten  der  Glieder  ist  der 
Differential quotient  der  Reihe,  also  ist 

CO 

und 

—  CO 

da  die  Reihe  rechts  wieder  gleichmässig  konvergirt.  Wir 
sahen    nun,    dass    co'  nur    der   Bedingung    unterworfen   war, 

damit  die  Reihe  konvergire,  dass  —  einen  positiven  Koeffi- 
zienten von  i  habe.  Ändert  sich  also  a'  derartig,  dass  diese 
Bedingung  erfüllt  bleibt,  so  wird  die  neue  '9'-Reihe  wieder 
gleichmässig  konvergiren.  Es  ist  daher  d-^u^  es)  auch  eine 
stetige  Funktion  von  cd\  wenn  co'  innerhalb  eines  gewissen 
Gebietes  bleibt,  z.  B.  wenn  cj  reell  und  positiv  ist,  wenn 
(»'  =  a  +  iß  oberhalb  der  Axe  der  reellen  Zahlen  liegt,  d.  h. 
wenn  ß  positiv  ist.     Differentiirt  man  nun  die 
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nach  m' ^  wodurch  man 

!^' vL» + |)%[(»+fy''"'+K'"+i)("+i'")]^ 

erhält^   so   konvergirt   diese  Reihe   für  dieselben  ui\  wie  die 
erste,  .und  für  alle  endlichen  u  und  daher  ist: 

CO 

Vergleicht  man  die  Reihen  rechter  Hand  in  dieser  und 
der  früheren  Gleichung,  so  ergiebt  sich 

d^&(u,  8s')        4r7ti  d&(u,  ss') 


du^  CO  d  (o 

also  für  die  vier  -O^-Funktionen : 

^    u  = -^-^ ,     %•    n  = 7^  > 

^  coacö  "  (o       d(o 

„  ,,  4:7ti  d&cfU  „  ,,  4c7ti  dd-,u 

'9-9    it  = ^A-  7  '^1     tl  = ~-r-  7 

"^  CO       dco  ^  CO      dco 

daher  für  die  Nullwerte  des  Argumentes: 


(34) 


CO     dco'  0  CO      dco    ^  ^  CO      dco 

Die  letzte  liefert  ^-^'  =  0,   wird  sie   aber  noch   einmal 

nach  «  differentiirt,  so  ergiebt  sich 

_  ,„  47r^  dQ',' u 

^.      U  = 7^-7- 

^  CO        dco 

und  daher 

„    „,  4  TT*   d^^' 

^  CO      dco 

Führt  man  die   eben  erhaltenen  Werte  in  (33)   ein,   so 

nimmt  diese  die  Gestalt  an: 

1     dd^i'  J_  d^    ,      1    dd-^  _.      1    d&^ 

&i     dco'  &^    dco'     *^   &^    dco'     '^   d'Q    dco' 

in   welcher  Form   sie   eine   vollständige  Differentialgleichung 
nach  cj'  darstellt,  die  integrirt 

log^/=logC'^3'9'2  0'o 

oder 

liefert,  wobei  c  von  co'  unabhängig  ist.     Da  nun 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  9 
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0 

CO 

*„  =  1  +  S^'C- l)''ä'"  =1-23  +  22* 


1 


#3  =  1+2^2»'  =l  +  2g  +  22*  +  ... 

1 

GO 

a-2  =  2g^^r (— ^)  =  2^i  (1  +  g'  +  g'  •  •  •) 

1 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  für  -O'/: 
^ä*(l-32'+-)=2c2*(l+2'  +  -)(l+22+-)(l-2g+-) 
oder 

^(l_32^  +  ...)  =  c(l  +  2'-)(l  +  22  +  -)(l-22  +  -)- 

Setzt  man  in  dieselbe 

^cö' 


also 


-  ^, 


7t  i 


wobei  o  endlich  bleiben  soll^  so  wird 


TT 
CO 


und  es  ist  daher 

»/  =  l»,»,»,.  (35) 


00 


Macht  man  von  dieser  Gleichung  Gebrauch,  so  ergiebt  sich 
G  =  ^  =  ü^  ^  (36) 


Es  hängt   'O'g   blos   von   —    ab,   ändert   sich    also    nicht, 

wenn   dieser   Quotient    konstant  bleibt.     Nimmt    man   daher 
für  die  willkürliche  Konstante  G  irgend  einen  Wert  an  und 

setzt  —  als    bekannt  voraus,   so   ersieht   die   Gleichung  (36) 
den  Wert  für  o   und   aus    dem  bekannten  Quotienten  —  er- 

giebt   sich   co'.     Nimmt  man   beispielsweise   G  =  1   und   be- 
rechnet den  Wert  von  co  mit  a^,  so  wird 
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und  da  für  ein  beliebiges  G 
folgt,  so  wird  bei  konstantem  Quotienten 

«i'  co' 

(Ol  CO  ' 

CO-,  ,         mJ  (ü. 

sich   ergeben.     Hieraus   ersieht   man,    wie  von   der   doppelt- 
periodischen Funktion,  für  welche 

S  %l  =  ]/l  Shl  •  1   —  K^S^ll 

ist,  überzugehen  ist  zu  derjenigen,  für  welche 
ist. 


s'ic  =  (t]/1  —  s^ti  •  1  —  ;f^s^«* 


Sil  = 


VII.    Realitätsbetrachtungen  für  die  Funktionen 

su^  cu,  Au, 

33,  Es  sollen  hier  noch  Betrachtungen  über  die  reellen 
und  komplexen  Werte  der  elliptischen  Funktionen  angestellt 
werden.     Es  ist 

%'^%'^U  1  1 


^^^^u 


■9-2  'O'o  *^ 


1  1 

00  00 

1      ^  1 

00  oo 

Nlg^l^-i)  1  +  2^(-lf  g^^os2»^^7r 

1  1 


««  =  1^1^  =  -^^ ^-^ (37) 


+  2^2"'  1  +  2^<-  l)''g'''cos2  7i% 


TTi 


wobei   q  =  e^       ist.     Setzt  man  in  diese  Gleichungen 

—  =  X  -]-  iy,     q  =  e(«+/?0^«  =  e—(^'^{cosa7t  -\-  ismajt) 
ein,    wenn  —  =  a  -\-  iß  gesetzt  wird,  und  trennt  die  reellen 

'  CO  '        " 

und  imaginären  Theile^  so  nehmen  jede  der  drei  Funktionen 
die  Form  P  -{-  iQ  slu.  P  und  Q  sind  reelle  Funktionen  von 
X,  y.  Will  man  nun  die  Werte  von  u  haben,  welche  den 
reellen  Werten  der  doppeltperiodischen  Funktion  entsprechen, 
so   hat   man  nur   §  =  0  zu   setzen,  wodurch   man   eine   Re- 
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lation  zwisclien  x  und  y  erhält.  Zu  jedem  Werte  x  würden 
sich  ein  oder  mehrere  Werte  von  y  ergeben,  so  dass  für  den 

Wert   —  =  X  -{-  iy    die    doppeltperiodische    Funktion    einen 

reellen  Wert  annimmt.  Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Werte 
von  %  für  welche  die  doppeltperiodische  Funktion  reelle  Werte 
annimmt,  innerhalb  des  Periodenparallelogrammes  gewisse 
Linien  erfüllen. 

Diese  Linien  müssen  für  su  jedenfalls  durch 


li  =  0. 


u 


CO 


ti  =  CO,     u  =  3 


und 


tt 


CO 


ti  =  CO  -{- 


CO 


gehen,  denn  es  ist 


Ebenso    müssen    diese 


welches    reelle    Werte    von  su    sind 
Linien  für  cu  durch 


A                        ^ 

:  CO,     %i  O— ,     li  CO  -(- 

für  zlu  durch 

A               CO     ,     co' 

u  —  0,  w  —  2  +  Y^ 

fö      ,      3co'                          Co' 

«          2  +    2   '    "      ■  2  ' 

,03  ^         .     ca 


U 


CO 


li  = 


3  Co' 


gehen,  da  für  diese  Argumente  die  Funktionen  reell  sind. 

Ich  will  zwei  spezielle  Fälle  wegen  ihres  häufigen  und 
fast  ausschliesslichen  Vorkommens  in  der  Anwendung  der 
elliptischen  Funktionen  besonders  hervorheben. 

1.  Es  sei  CO  reell  positiv  und  G)'^=co'i  rein  imaginär, 
also  W'  reell.     Dann  wird 


a 


Ttl 

e«     ==  e 


reell  und  da  es  kleiner  als  1  sein  muss, 
so  muss  w'  positiv  sein.  Das  Ferioden- 
parallelogramm  co,  co'  hat  also  die 
Form  eines  Rechteckes  (Fig.  25). 


Fig.  25. 
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Es  wird 


% 


^3^ 


^3^ 


16g 


.    1 


1  +  2 


2'^ 


1  +  2^(-  Ifr/ 


'l  +  2^2^ 


also  'i^  und  %^  reell  und  positiv,  mithin  beide  kleiner  als  1, 
da  ;«^  +  ;c'^  =  1  ist. 

Die  Formeln  (37)  zeigen,  dass  für  reelle  Werte  von  u 
die  Funktionen  sii^  cu,  Au  reell  werden. 

Da  nach  den  Gleichungen  (14)  S.  102 

\       '      2  /  KSV  ^       '      2  /         i-A  SV  ^  \       '      2  /  i    SV 


CO 


ist,  so  ersieht  man,  dass  für  Werte  von  u  =  v  -{-  —ij  deren 
imas^inärer  Theil  konstant  ^r-  =  ^r^  ist,  während  v  reell  ist, 

ö  2  2'  ' 

SU  reelle  Werte  annimmt,  cu  und  zfu  aber  rein  imaginär  wird. 

Es  ist  ferner  su  eine  ungerade  Funktion  von  Uj  während 

cu  und  Au  gerade  Funktionen    sind  und  in  unserem  Falle 

enthalten  diese  Funktionen  blos  reelle  Konstante.  Setzt  man  also 

s(v  +  itt)  =  P  +  iQ, 
so  ist 

s{v  —  iu)  =  P  —  iQ^. 

Ist  also  V  =  Oy  so  ist 

s(iu)  =  R  -\-  iS 

s{ —  iu)  =  B  —  iS 


und  da 

ist,  so  muss  R 
Da  ferner 


aber 

so  ist 

also  ist  c(iu)  =  R^  reell. 


s{ —  iu)  =  —  s(iu) 
0  sein,  d.  h.  s(iu)  ist  rein  imaginär. 

c(iu)  =  Pi  4~  ^'^i 
c( —  iti)  =  Pj  —  iS^ , 


c( —  iu)  =  c(iu)  f 
«1  =  0, 
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Da 


^(nt)  =  i?2  +  iS2 


und 


z/(—  iu)  =  R^ 


iSc 


zi(iii)  =  zJ( —  iu)j 

so  ist  auch  Zl{iu)  =  B2  reell. 
Nun  ist 

also 

/.       I    ft>\  c(iu) 

situ  +  77)  =     '  ■  \J 

d.  h.  für  reelle  u  reell.     Ebenso  ist 

s{iu  +  ^) 
reell,  da 

c(^w  -f-  «)  ==  —  c(iu),  /l{iu  +  05)==  zJ(iii) 
ist  und  c(iii),  zJ(iu)  reell  ist,  wenn  it  reell  ist.     Es  ist 

also  ist  auch 

^(1  + »») 

reell  für  reelle  ^L 

Zeichnen  wir  die  Periodenparallelogramme  für  die  doppelt- 
periodischen Funktionen  stt,  cu,  Zlu,  so  kann  man  in  den- 
selben leicht  die  Werte  von  u  markiren^  für  welche  jede  von 
ihnen  reelle  Werte  annimmt. 


2cü' 


3cv 


c 

i 

} 

a 

■>          c 

V 

3 

cv 

ZCa 

<oi 


'cv    O 


a) 


iV 

3(0 

Zw 

0 

w 

CU^ 

K. 

Au- 

b) 

c) 

Fig.  26. 

In  vorstehenden  Figuren  26a,  b,  c   sind   die  Linien,   auf 
welchen    die   Werte    von   u   liegen,    für    die    die    zugehörige 
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Funktion  reelle  Werte  annimmt,  dick  ausgezogen,  die  Linien, 
auf  denen   die   Funktion  rein  imaginäre  Werte   erhält,  sind 
punktirt.     Die  letztere  ergiebt  die  folgende  Betrachtung. 
Da  s(iit)  rein  imaginär  ist  für  reelle  u,  so  ist  auch 

s{(D  -{-  hl)  =  —  s{iu) 

rein  imaginär  für  reelle  u.     Es  ist  ferner 

/       ,     o)'\         1    ^u  .(      ,     co'\         1   cu 

c[u  +  -— I  = ,     J(u  -J_  -—)  =  -^  ^, 

\       '2/  i    zsu  \       •2/  i    SU 

also  für  reelle  tt  ist 

rein  imaginär,  daher  auch 

Und  da 

/.       I    ft)\  f  s(iu) 

\         '2/  J{iu) 

ist,  so  ist  /  \ 

cyiit  +  f) 

für  reelle  ti  rein  imaginär,  ebenso 

c(nt  +  ^),     c{iu  +  ^)' 
2.   Es  sei  G)  reell  und  positiv  und 

G)'  =  03   -{"   «/  =  03   -f-  092'«; 

WO  Og'  reell  und  positiv  ist,  dann  wird 

7t  i  71 

q  =  e'"     =  —  e    "^ 
wesentlich  negativ  und  absolut  kleiner   als  1,   da  -^  positiv 
ist.     Es  ist  daher 


% 


*3*    [1  +  .2'ä"]' 

negativ  und 


'2  _    V 


"i  +  2^(-ir2"^J 


positiv,   also  ist  ;f  rein   imaginär  von   der  Form   iK^  und  k^ 
reell,  während  k    reell  ist. 
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Die  Funktionen  sii,  cu,  Au  enthalten  auch,  jetzt  nur 
reelle  Konstante  und  sie  sind  also  für  reelle  u  reell,  und  da 
SU  ungerade,  cii,  Au  gerade  Funktionen  sind,  so  folgt,  wie 
früher,  dass  si^u)  rein  imaginär,  c{ixi)  und  A(iu)  reell  sind 
für  reelle  u. 

Es  ist  aber  /  ^'\  ^ 

^(^^  +  -^1  = ' 

\      '      2  /  Ksu 

also  für  reelle  ii  •  •  •  slu  -\ — —)   im  vorliegenden  Falle    rein 

imaginär,  da  —  =  -^—  ist.     Ebenso  ist 

S{iu  +  G>),       Si^U  -\-  2Gi) 

rein  imaginär. 

/.       ,     co\  ciiiC) 

ist  aber  für  reelle  u  reell. 

Wir  haben  also  die  Darstellung  der  Werte  von  u  im 
Periodenparallelogramm  (Fig.  27  a)  für  su.  Die  dickgezogenen 
Linien  stellen  Werte  von  u  vor,  für  die  su  reell  wird,  die 
punktirten,  für  welche  su  rein  imaginär  ist. 

cn  und  Au  sind  reell  für  reelle  und  rein  imaginäre 
Werte  von  u,  also  sind 

c%ij     c(iu),     c{iu  +  co),     c(iu  -{-  2(d),     c(iu  -\-  3co) 

reell  und  da  /  ^^'n  i    ju 


ist,  so  ist  auch  clu  -\ — -— )  für  reelle  u  reell. 


,  sOiu) 


(«•«  + 1) 


t  rein  imaginär,  ebenso 

c(^^*  +  ^);     c(iu  +  -^)"- 
Es  ist  ^  2  /        V  2  y 

Au,  A(u  -\-  ö'),  A(iu),  A(iu  +  oj),  A{iu  +  2«) 

reell  und  da 

Ayiu  +  -^j  =  — ^? 
\         '2/  A{iu) 

SO  ist  auch 

für  reelle  ^t  reell. 
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^  i       .     co'X  1  cu 

\       '      2  /  %  SU 

ist  rein  imaginär  für  reelle  ii. 

Die  Periodenparallelogramme  für  die  Funktionen  cu,  ^u 
haben  in    den  Figuren  27  b,  c  nach   früherer   Art   die  Werte 


2t(HSic'i  - 


O      ^     CO    3m   2co         O      u>     <-<-'     st-o    ~w 


o      cu      CO 


a) 


b) 


Fig.  27. 


c) 


von  tt  eingezeichnet,  für  die  die  Funktionen  reell  resp.  imaginär 
werden. 

Hat  G)    irgend  einen  anderen  komplexen  Wert,  so  wird 
g  imaginär  und  su,  cu,  Au  enthalten  imaginäre  Konstanten. 


VIII.  Darstellung  der  doppeltperioclischen  Funktionen 
durch  logarithmische  Differentialquotienten  der 

^-Funktionen. 

34.    Es   möge  hier  noch   eine  Art   der  Darstellung  der 
doppeltperiodischen  Funktionen  dargelegt  werden.  Wir  setzen 

^  ^  du  d-^u 

so  ist  Z(tt)  eine  eindeutige  Funktion  von  u,  welche  iru 
Periodenparallelogramm  co,  g)  nur  für  ^t  =  0  unendlich  wird. 
Es  ist  ferner 

Z(li  +  co)    =  Z(il) 

Z(li-{-  Ci)  =  Z{il) ^; 

wie  sich  aus  den  Formeln  (I)  auf  S.  58  ohne  weiteres  ergieht, 

d.  h.  z'(«)  =  ^  =  ^^>  z"H  z'-'W-z'-'W  smd 

lauter  doppeltperiodische  eindeutige  Funktionen  von  u  mit  den 
Perioden  o,  co ,  welche  nur  für  ^t  =  0  unendlich  werden. 

Es  wird  Z(ti)  für  u  =  0  unendlich  von  der  ersten  Ord- 
nung.    Denn  es  ist  für  kleine  Werte  von  tt: 

da  ■S'i  ==  0,  ©■/'  =  0  . . .  ist,  es  wird 

«•i(«)  =  u[&;  +  5-V«'^^i"'  +  ■■■'_ 

log»,(a)  =  log«  +  log(&;  +  1«^*/"  +  •  •  •) 

da  das  Argument  des  zweiten  Logarithmus  in  der  ersten 
Gleichung  für  ti  =  0  nicht  verschwindet;  daher  ist: 
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^   ^  du  ^^     '     3    -9-1  ' 

WO  nur  positive  ungerade  Potenzen  von  ii  folgen. 

Mithin   wird  \iiZ{iij\  =  1    und  Z(ii)   ist   für  ^t  =  0  un- 

endlich  von  der  ersten  Ordnung.  Z^'^\ii)j  wird  daher  für  tt  =  0 
unendlich  von  der  {n  +  1)*®^  Ordnung,  da 

z«(«)  =  ^=Sr-  +  ^1  +  •••  Po«-  Pot-  W 

ist.  Z("^(tt)  ist  mithin  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Funk- 
tion {n  -\-  1)*^^  Ordnung  mit  den  Perioden  co,  (d\ 

Es  sei  nun  F(u)  eine  eindeutige  doppeltperiodische 
Funktion  von  \'t  mit  den  Perioden  co,  (o',  welche  für  u  =  a^, 
a^'  • '  an  unendlich  wird  und  zwar,  wie  wir  vor  der  Hand 
voraussetzen  wollen,  stets  von  der  ersten  Ordnung. 

Es  sei  also  für  kleine  Werte  des  Moduls  |  u  —  ai  \ 

F{u)  =  — ^-  +  B  +  B,(a,  -«)  +  •••• 

i 

^^       Z(tt)  —  cci)  =  —  ^  ^^^  -\ pos.  Pot.  (ai  —  ti) 

ist,  so  ist 

F(t()  -\-  Ai  Z  (u  —  a^)     für     tt  =  «,• 
nicht  mehr  unendlich,  daher  ist 

n 

q)(u  =  F(u)  +  ^  JiZ(u  —  ai) 
*>  1 

für  keinen  der  Werte  a^,  «g  . .  •  «^  unendlich,  und  da  Z(ti  —  ai) 
nur  für  diese  Werte  unendlich  werden  kann,  ebenso  F(u), 
so  wird  q)  (u)  für  keinen  Wert  von  ti  innerhalb  des  Perioden- 
parallelogrammes  cd,  co'  unendlich.  (p(u)  ist  aber  eine  ein- 
deutige doppeltperiodische  Funktion  von  tt,  denn  es  ist 

q)(ti  +  03)=  q)(ii) 

n 

Cp{u  +  Gi')  =  Cp{u)   —  ^^-4h 

1 

da  jedes  Z(u  —  ai  +  co')  =  Z(ii  —  a^ ist. 


CO 


Da  aber^j  Ai  als  Summe  der  logarithmischen  Residuen 
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für  jede  eindeutige  doppeltperiodisclie  Funktion  null  ist  (pg.  70^ 
S.  14),  so  ist 

q){u  -j-  co)  =  (p(u) 

(p{%i)  wird  aber  nicht  unendlich  innerhalb  des  Perioden- 
parallelogrammes,  also  ist  (p{ii)  =  C  und  daher 

n 

F{u)  =  C  -'^AiZ{u  -  a^ .  (I) 

1 

Wir  nehmen  nun  an,  -^(^0  werde  für  w  =  ßj,  ßfg?  •••  <^m 
von  den  Ordnungen  %,  n^,  ...  Um  unendlich;  so  dass  für  die 
Umgebung  von  «/  die  Entwicklung  gilt 


h\ 


(cc.  -  ufi        {ci.  -  ufi -'    '  ^i-U 

Da  nun 

Z(^)(w  —  «,)  = ^^^TXi  +  pos.  Pot.  (cci  —  ii) 

(« .  —  u)  '^ 

ist,  so  wird 

A.  A 

daher  wird: 

oder  auch 

F(u)  +  ^  %  Z(")(«  _„,)...  ^.,0  =  ^- 

0 

für  -^^  =  ai  nicht  mehr  unendlich  und  mithin  wird 

1  0 

für  keinen  Wert  von  ti  innerhalb  desPeriodenparallelogrammes 
ö,  a  unendlich,  und  da  es  eine  doppeltperiodische  eindeutige 
Funktion  von  ii  ist,  ist  dieselbe  eine  Konstante.    Die  doppelte 
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Periodizität  folgt  daraus,  dass  jedes  Z(^*)(it  —  a^)  (Ä>0)  doppelt- 
periodisch ist,  dass   aber  die  Summe   der  Koeffizienten    von 

in 

Z{ii  —  ai)j  d.  li.   Xi^i  =  ^  is^-     Daher  ist 
1 

F(u)  =  G-^^,-j^  Z(«  («  -  «,) .  (II) 

1  1 

Hierdurch  ist  die  doppeltperiodische  Funktion  F(u)  in 
eine  Summe  von  Funktionen  Z(^')(n  —  a«)  zerlegt,  die  nur 
für  einen  Wert  des  Argumentes  unendlich  werden. 

Diese  Zerlegung  ist  ganz  analog  der  Zerlegung  einer 
rationalen  FunMion   von    0   in   Fartialhrüche,   nur    dass   hier 

Z(ii  —  a^)  an  Stelle  von bei    der  rationalen  Funktion 

tritt.     (Vgl.  Einleitung  S.  33.) 


n.  TMi. 


Elliptische  Integrale. 


I.    Die  Eiemann'sche  Fläche  der  Funktion 

y  =  yA{x  —  a^  (x  —  a^  {x  —  a^  x  —  a^. 

35.     Indem  wir  s  =  sOii)  =  -^  ^  ,  ,     setzten,    fanden 
wir,  dass  z  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(4^r=»^(i-^^)(i-''^^^)'      (1) 

oder 

dz 


du 


G>/(1  -  s")  (1  -  K^g^) 


«  =  ~V'  -'  =  % 


genügt^  und  dass  für  kleine  Werte  von  li  sich  s  als  Potenz- 
reihe von  li  darstellen  lässt  in  der  Form 

denn  man  kann  Q-^iu)  und  ^^iu)  in  Potenzreihen  von  u  ent- 
wickelnj  und  zufolge  der  Bedingung 

s( —  li)  =  —  SU 

müssen  alle  geraden  Potenzen  aus  der  Entwicklung  ausfallen. 
Sei  nun  umgekehrt  die  Differentialgleichung  (1)  gegeben, 
in  der  wir  G  beliebig  und  \k^\  <  1  voraussetzen  wollen^  so 
wird  aus  derselben 

p  du  1 

und 


Gu 


J    |/(1  -  Z')  (1  -  yi'z')     "^ 


folgen.     Setzen  wir  fest,  dass  it  =  0  sein  soll  für  ^  =  0,  so 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  10 
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stellt  sich  w  ak  bestimmtes  Integral  zwischen  Null  und  dem 
komplexen  Werte  ß  =  t,  dar. 
Es  wird 

Gu=   f  ,  ^' (2) 

0 

Durch  dieses  Integral  ist  für  kleine  Werte  von  J  u  als  eine 
eindeutige  Funktion  von  J  in  der  Umgebung  von  J  ==  0  dar- 
gestellt.    Denn  so  lange  |  ^  |  <  1  ist,  kann  man 

(l_^2)-i_  1   +   1.^2^... 

als  konvergente  Potenzreihen  entwickeln,  und  es  wird 

[(1  -  ^')  (1  -  x'0')ri  =  1  +  ^(1 +  x')^'  +  --  ■, 

also 

Gu  =  ^  +  i{l+x')t'  +  ---  (A) 

sich  ergeben,  mithin  ti  in  der  Umgebung  des  Punktes  5  =  0 
innerhalb  des  Kreises,  dessen  Radius  gleich  1  ist,  sobald 
|%|<1  ist,  eine  eindeutige  ungerade  Funktion  von  f  sein, 
da  in  der  Potenzreihe,  wie  man  sieht,  nur  ungerade  Potenzen 
vorkommen. 

Da   nun  zwei  verschiedenen  Werten   von  g,   die  in  der 
Umgebung  von  i  =  0  liegen,  stets  zwei  verschiedene  Werte 

von  u  in  der  Umgebung  von  u  =  0  entsprechen  und  (-jöt  ) 

für  S  =  0  nicht  verschwindet  und  nicht  unendlich  ist,  so 
wird  auch  J  für  kleine  Werte  von  u  eine  eindeutige  Funktion 
von  u  sein  und  sich  daher  in  der  Umgebung  der  Stelle 
u  =  0  in  eine  Potenzreihe  der  Form 

^  =  Gu  +  By  +  B,u'  +  S,u'  +  . .  .  (B) 

entwickeln  lassen.  Da  aber  für  ^  =  —  J'  auch  u  =  —  u' 
aus  (A)  folgt,  so  müssen  in  (B)  alle  gradzahligen  Potenzen 
ausfallen,  d.  h.  es  ist 

^=.Gu  +  B,u.'  +  B,u'  +  '", 
also  für  kleine  Werte  von  ti  eine  eindeutige  ungerade  Funk- 
tion von  u. 

Die  Gleichung  (2)  definirt  also  für  kleine  Werte  von  ti 
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und  J  die  obere  Grenze  t,  des  Integrals  als  eindeutige  Funktion 
von  Uj  welche  der  Differentialgleichung  (1)  genügt. 

Können  wir  direkt  zeigen^  dass  bei  beliebig  gegebenem 
G  und  %  die  Gleichung  (2)  durch  die  obere  Grenze  t,  des 
Integrals  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Funktion  definirt, 
dann  werden  uns  die  Perioden  dieser  Funktion  ein  Mittel 
an  die  Hand  geben,  die  -^-Funktionen,  welche  ihnen  ent- 
sprechen, zu  konstruiren  und  dadurch  t,  als  doppeltperiodische 
Funktion  von  ii  in  anderer  Form,  als  es  die  Gleichung  (2) 
thut,  darzustellen,  nämlich  in  der  Form 


^  = 


^,    ^iJn) 


^2        ^0  (*0 

Diesen   Weg   wollen   wir  nun   einschlagen   und  zwar  in 
etwas  allgemeinerer  Form. 
36.     Wir  setzen 

y'^  ==  A{x  —  a^  [x  —  a^  (x  —  %)  (x  —  a^,  (3) 

wo  a^,  a^j  0^3,  a^  irgend  welche  reelle  oder  komplexe  Grössen 
sein  mögen,  die  durch  die  Punkte  %;  ^2?  %?  ^4  i^  ^^r 
iC-Ebene,  wo  wir  die  komplexe  Veränderliche  x  deuten,  dar- 

X 

/dx 
betrachten  wollen, 

Xq 

müssen  wir  uns  über  die  Funktion  y  vorerst  orientiren. 

Wie  wir  ersehen  ist  y  keine  eindeutige  Funktion  von  x, 
denn  jedem  x  entsprechen  die  beiden  Werte 


y  =  -\-  yA(x  —  a^  {x  —  a.^)  {x  —  a^  {x  —  a^   , 


y  =  —  yÄ(x  —  a^)  (x  —  «2)  {x  —  %)  (x  —  aj, 

welche  beide  der  Gleichung  (3)  genügen.  Diese  Werte  sind 
im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  und  können  nur 
gleich    werden,    wenn    «/  =  0,    d.    h.    x    einer    der    Werte 


1>        2  7    ^8  7        4    ISTJ. 

Es  sind  die  beiden  Werte  für  alle  x  von  einander  ver- 
schieden, die  ausserhalb  eines  Kreises  K  liegen,  der  um  den 
Anfangspunkt  x  =  0  geschlagen  ist,  und  der  die  Punkte 
«1,  «2  7  %?  ^4  einschliesst. 

Setzt    man    um    diess    deutlicher    zu    ersehen    x'  ==  — , 


10 


* 
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SO    wird    x'    kleine    Werte    annehmen,    wenn   x    ansserlialb 
K  liegt. 

Da  nun 

(ßf^yY  ==  Ä(l  —  a^x)  (1  —  a^x)  (1  —  a^x)  (1  —  a^^x) 

ist,  so  wird 

(x^y)x'=o  entweder  +  Yä  oder  —  YA  sein. 
Da  ferner  für  kleine  \x  \ 

]/^(l  —  a^x)  (1  —  (^2^0  (1  —  a^x')  (1  —  a^x) 

=  1/3  +  Bx'  +  (7:i;'^  H 

eine  konvergente  PotenzreiBffe  ist,  so  wird  (x^y)  für  kleine  x 
die  Entwicklungen 

x'^y  =  -\-Yä  +  JBx  +  Cx^  H 


X 


.'2 


y=  -YA-Bx  -  Cx'  - 


haben,    oder    die    beiden   Werte  y-^   und  2/2?    welche    kleinen 
Werten  x'  =  — , 
sind  in  der  Form 


Werten  x'  == — ,   also   grossen  Werten  von  x  entsprechen, 


2/1  =  +  -^  +  §-  +  0+  pos.  Pot. 

Vi  =  —  -^-Ti 7-  —  G  —  pos.  Pot. 

entwickelbar,  also  eindeutige  Funktionen  von  Xy  daher  auch 
von  X,  so  lange  x  ausserhalb  K  liegt. 

Ist  ferner  x  =  Xq  irgend  ein  endlicher  Wert  von  x,  der 
von  den  Punkten  %,  a^y  %,  a^  verschieden  ist,  und  setzt 
man  fest,  dass  für  x  =  x^ 


y  =  yo  =  VA{Xq  —  a^)  (o^o  —  «2)  K  —  «3)  (^0  —  %)  =  ^ 
auch   dem   Zeichen  nach   gegeben   ist,    so   wird   in  der  Um- 
gebung von  Xq  auch  y  eine  eindeutige  Funktion  von  x  sein 
und    zwar    so    lange    als    x    innerhalb   eines   Kreises  um  Xq 
liegt,  der  alle  Punkte  a^,  0^2?  %?  ^a  ausschliesst. 

Denn    da    sowohl    y    als   -^  für  x  ==  Xq    endliche   und 

ganz  bestimmte  Werte  haben,  da  ?/  ==  &  für  x  =  Xq  werden 
soll,  so  kann  man  y  in  der  Form 
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y  =  l  +  A^(x  —  x^)  +  A.^{x  —  ^o)^  ^ 

entwickeln,  woraus  die  Eindeutigkeit  klar  ist.  Würde  man 
festsetzen,  dass  y  =  —  h  werden  soll  für  x  =  x^j  dann 
würde  die  Entwicklung 

«/  =  —  h  —  A^{x  —  x^  —  A2{x  —  x^"^  —  .  . . 

lauten  und  diese  würde  wieder  eine  eindeutige  Funktion  von 
X  sein,  in  einer  bestimmten  Umgebung  von  x^. 

Nennt  man  die  beiden  Werte  y^  ==  y  und  y^  =  —  y, 
welche  die  Funktion  y  für  jedes  x  annimmt,  die  Zweige  der 
algebraischen  Funktion  y,  so  kann  man  sagen:  In  der  Um- 
gebung aller  Punkte  x^  der  x-Ehene  werden  von  den  Zweigen 
der  FunMion  y  jeder  eine  eindeutige  Funktion  von  x  sein, 
ivenn  x^  von  den  FunMen  a^,  a^,  ß«,  %  verschieden  ist. 

Wir  untersuchen  nun  das  Verhalten  der  beiden  Zweige 
der  Funktion  y  in  der  Umgebung  der  Punkte  a^,  a^,  «g,  a^. 
Wir  machen  die  Untersuchung  für  a^,  sie  gilt  genau  so  auch 
für  a^y  %,  «4. 

Um    a^    schlagen    wir    (Fig,    28)    einen    Kreis    ^,     so 
beschaffen,      dass     er     die     Funkte 
«2,  %;  CL4,  ausschliesst.     Sein  Radius 
sei  jR. 

Wir  setzen 

X    %     =     QC^^y 

dann  werden  alle  rr,  für  die  q  <C  R 
ist,  innerhalb  ^  liegen,  d.  h.  ic  wird 
von  «2 ,  «3,  %  stets  verschieden  bleiben.  ^ig.  28. 

Es  wird  innerhalb  ^ 

YA  (x  —  0^2)  (^  —  ^s)  ip  —  ^4) 
==  YA  {a^—a^  +  Q  e  'P)  («1 — «3  +  9  e'  9')  (a^  — %  +  q  e  v)  =  F(q,  cp) 

eine  eindeutige  Funktion  von  ^,  (p  sein,  die  immer  denselben 
Wert  annimmt,  sobald  q  seinen  ursprünglichen  Wert  erhält 
und  (p  entweder  wieder  den  ursprünglichen  Wert  erhält  oder 
gleich  (p  -\-  2n7C  wird,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist, 
d.  h.  es  ist  F(q,  (p  -\-  2n7t)  =  F(q,  (p).  Da  dann  x  auch 
immer   denselben  Wert  erhält,   so  ist  auch  F{q,  (p)  =  F^(x) 
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eine  eindeutige  Funktion  von  x.  Sollte  nämlicli  F^  für 
irgend  ein  Wertepaar  q,  op  und  q^  cp  -\-  2n7t  verschiedene 
Werte  haben,  so  könnten  sich  dieselben  nur  im  Vorzeichen 
unterscheiden,  da  JP^^  eine  rationale  Funktion  von  x  ist, 
daher  müsste,  wenn  wir  das  (p  stetig  von  q)  bis  g)  -\-  2n7C 
ändern,  notwendig  für  irgend  ein  q  die  Funktion  F{q,  cp) 
verschwinden  (da  sie  nicht  unendlich  werden  kann)  um  ihr 
Zeichen  zu  ändern.  Da  dieses  der  Voraussetzung  nach  über 
die  zulässigen  Werte  q  unmöglich  ist,  so  kann  F(q^  cp)  auch 
nur  einen  Wert  für  jedes  q  und  cp  -\-  2n7C  besitzen.  Es 
wird  nun 

y^^^Q^F{Q,cp) 

sich  ergeben  und  wir  wollen  festsetzen,  dass  für 


Qi,  9  ==  9^1 


wird,  und 


Vi 


Fig.  29. 


Nun  lassen  wir  cp  von  (p  =  cpi 
ab  sich  ändern,  indem  wir  x  von 
X  =^  x^  längs  der  ganz  innerhalb 
^  verlaufenden  Kurve  (^  (Fig.  29) 
sich  bewegen  lassen.  Kehrt  x 
nach  x^  zurück,  so  wird  nach 
diesem  einzigen  Umlauf  des  Punktes 
Q  =  9i;   aber  9?  =  9>i  +  2ji:,  also 


X  =  x^y  wie  es  sein  muss,  hingegen  wird 


ip^-{-2  7t 


—      1 


oder 


da 


y  =  e 


Q,'^  F{q„  cp^  +  27t) 


(pi 


«/  =  _e  2  Q^-^F{Qi,<p,), 


QTii  __  —  j[  jg^^  ^    Yi.  es  wird  y  =  —  y^. 
Umkreist  daher  die  Variable  x  den  Punkt  %  einmal,  so 
erhält    y    den   entgegengesetzten   Wert.     Erst  wenn   x  noch 
eine  zweite  Umkreisung  vollführt,  wird  y  =  —  ( —  2/i)  "^  Vv 
den  ursprünglichen  Wert  wieder  annehmen. 
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In  der  Umgebung  der  FtmMe  a^^  a^^  a.^,  a^  ist  also  y 
keine  eindeutige  FunJction  von  x.  Für  alle  andern  Werte  von 
Xj  für  welcJie  y  nicht  verschwindet,  ist  die  Fortsetzung  von  y  aus 
dem  einmal  angenommenen  Werte  +  y  oder  —  y  eine  voll- 
ständig bestimmte  und  eindeutige. 

37.  Es  fragt  sich  nun  ob  man  man  diese  Zweideutig- 
keit, welche  bei  unserer  Funktion  y  auftritt,  nicht  durch  eine 
passende  Darstellung  der  Werte  von  x  beheben  könnte, 
indem  aus  dieser  Darstellung  ersichtlich  wäre,  dass  x  nur 
dann  seinen  ursprünglichen  Ort  erhält,  wenn  y  seinen  ur- 
sprünglichen Wert  annimmt. 

Dieses  ist  in  der  That  nach  dem  Vorgange  von  Riemann 
sehr  leicht  möglich*). 

Da  für  jeden  Wert  von  x  zwei  Werte  von  y  angenommen 
werden  können,  so  denken  wir  uns  für  x  nicht  eine,  sondern 
zwei  Ebenen  oder  Blätter  dicht  untereinander  gelegt,  in 
denen  wir  die  komplexe  Variable  x  deuten.  Jedem  Werte 
X  entsprechen  also  zwei  Punkte:  einer  in  der  oberen  Ebene 
x ,  einer  in  der  unteren  x'.  Es  sei  nun  x^  ein  von  %,  a^,  a^,  a^ 
verschiedener  Wert,  dem  die  beiden  Werte  +2/0?  —  Vo  ^nt- 
sprechen.  Wir  setzen  fest,  dass  dem  Punkte  Xq  in  der 
oberen  Ebene  der  Wert  +  Vo  uii<^  dem  Punkte  x^'  in  der 
unteren  Ebene  der  Wert  —  2/0  entsprechen  soll,  x^  und  x^' 
stellen  den  komplexen  Wert  x^  dar.  Bleibt  nun  x'  in  der 
Umgebung  %'  von  x^  und  daher  der  entsprechende  Punkt 
x'  des  unteren  Blattes  in  der  Umgebung  von  Xq\  so  wird 
die  stetige  Fortsetzung  von  y  in  eindeutiger  Weise  vor  sich 
gehen  und  den  Punkten  der  oberen  Ebene  w^ird  immer  -f~  V, 
den  darunter  liegenden  der  zweiten  Ebene  —  y  entsprechen. 
Wird  X  den  Punkt  x^,  welcher  in  der  Umgebung  %'  von 
Xq  liegt,  umkreisen,  ohne  aus  %'  auszutreten,  so  wird,  wenn 
X  seinen  ursprünglichen  Wert  erhält,  auch  y  den  ursprüng- 
lichen Wert  annehmen.  Dasselbe  gilt  für  die  untere  Ebene. 
In  dieser  Weise  werden  je  zwei  Punkten  x  und  x"  in  der 
oberen    und   unteren  Ebene,    welche   denselben   Wert   von  x 

*)  „Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Funktionen 
einer  komplexen  veränderlichen  Grösse."  Inauguraldissertation  von 
B,  Riemann.     Sowie  auch:  Crelle'sches  Journal  Band  54,  S.  101. 
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repräsentiren,  die  Werte  +  ij  und  —  y  entsprechen.  Die 
Zweige  der  Funktion  y  sind  auf  diese  Art  in  der  Umgebung 
des  Punktes  x^  aucli  in  der  Darstellung  der  Variablen  x  ge- 
trennt. Eine  Scliwierigkeit  tritt  für  die  Werte  x  =  a^j  a^^a^^a^ 
auf,  für  welche  beide  Zweige  der  Funktion  gleich  werden 
und  welche  man   Verzweigimgswerte  nennt. 

Diese  Schwierigkeit  wird  folgendermassen  behoben: 
Nehmen  wir  den  Punkt  x  =  a^.  Da  für  diese  beide  Werte 
y  null;  also  einander  gleich  werden,  so  lassen  wir  die  ur- 
sprünglich getrennt  verlaufenden  Ebenen,  in  denen  wir  x 
deuten,  daselbst  zusammenhängen.  Sei  nun  x^  ein  Wert 
von  X,  welcher  so  beschaffen  ist,  dass  der  Modul  \x^  —  %  | 
kleiner  sei  als  der  Radius  des  Kreises  ^j,  der  alle  anderen 
Punkte  «2?  %?  ^4  ausserhalb  lässt,  und  seien  ^r/,  X-['  die 
beiden  Punkte  (Fig.  30)  in  der  oberen  und  unteren  Ebene, 
welche  diesen  Wert  repräsentiren  und  -)-  y^  und  —  y^  die 
zugehörigen  Werte  von  y. 

Wir    umkreisen    nun    mit    x,    von    x^    ausgehend,    den 
Punkt  a^,  ohne  aus  U^  hinauszutreten.    Dabei  wird,  wenn  x 

in  die  ursprüngliche  Lage  x^  kommt. 

y  nicht  den  ursprünglichen  Wert  +  y^ 


^    annehmen,    sondern 


Vv. 


d.    h.    den 


Fig.  30. 


Wert,  den  wir  dem  Punkte  x^'  zuge- 
ordnet haben.  Könnten  wir  es  nun 
so  einrichten,  dass  nach  einmaliger 
Umkreisung  von  %  der  Punkt  x  nicht 
mit  x^ ,  sondern  mit  dem  darunter 
liegenden  x-^'  zusammenfällt,  so  hätten 
wir   bewirkt,   dass    auch  bei   einmaliger  Umkreisung  von  a^ 

die  Funktion  y  eindeutig  bleibt, 
da  ja  x^'  mit  x-^  der  Lage  in 
den  Ebenen  nach  nicht  iden- 
tisch ist.  Das  Verlangte  ist  aber 
leicht  zu  erreichen.  Denken  wir 
uns  (Fig.  31)  von  a^  aus  eine 
Gerade  aci  in  beliebiger  Richtung 
gezogen  bis  über  ^^  hinaus  und 
längs    dieser    die    beiden    Ebenen 


Fig.  31. 


I.    Die  Riemann'sche  Fläche  der  Funktion  y.  153 

zersclinitten.    Hierdurch  erhalten  wir  vier  Ränder.     Nun  ver- 
binden wir  jeden  Rand  des  oberen  Blattes  mit  dem  gegenüber- 
stehenden Rande  des  unteren  Blattes,  wie  nebenstehende  Fig.  32 
im    Querschnitte    zeigt.     Hierdurch   ist    ein 
^^  Zusammenhang    zwischen    der    oberen    und 

UrueresBüxu       unteren  Ebene  längs  der  ganzen  Linie  ö^ 
^^'    *  bewirkt,  derart,  dass  bei  dem  üeberschreiten 

dieser  Linie  man  aus  dem  oberen  Blatte  stetig  in  das  untere 
und  umgekehrt  gelangt. 

Umkreisen  wir  nun  mit  x  von  x^  ausgehend  den  Punkt  %. 
Sobald  wir  mit  x  an  (Fig.  31)  ä~q^  kommen  und  es  überschreiten 
wollen,  treten  wir  in  das  zweite  untere  Blatt  ein  und  ge- 
langen auf  der  punktirt  gezeichneten  Linie  nach  x^\  wo, 
wie  wir  wissen,  der  Wert  —  ^/i  stattfindet.  Umkreisen  wir 
von  xl'  weitergehend  im  unteren  Blatte  wieder  den  Punkt 
%  längs  der  punktirten  Linie,  so  werden  wir,  sobald  der 
Punkt  an  die  Linie  ö^  gelangt,  aus  dem  untere  Blatte  in 
das  obere  geführt  und  gelangen  bei  Fortsetzung  des  Weges 
nach  x^  im  oberen  Blatte  zum  Werte  -|-  y^ ,  was  auch  damit 
übereinstimmt,  dass  bei  zweimaliger  Umkreisung  von  a^  y 
den  Wert  -f-  y-^  erhält. 

Auf  diese  Weise  ist  die  Zweideutigkeit  von  y  in  der 
Umgebung  von  a^  behoben  und  jedem  Repräsentanten  von 
X  entspricht  nur  ein  Wert  von  y  je  nachdem  wir  den  x 
repräsentirenden  Punkt  im  oberen  oder  unteren  Blatte  nehmen. 
Machen  wir  dasselbe  für  alle  vier  Punkte  a^,  a^^  a^,  a^,  so 
wird  hierdurch  für  x  eine  Darstellung  erhalten,  so  beschaffen, 
dass  jedem  Punkte  nur  ein  Wert  von  y  zugehört.  Um  die 
Vorstellung  des  Zusammenhanges  der  beiden  Blätter  einfach 
zu  gestalten,  wählen  wir  die  Linien  aq,  welche  man  auch 
VersweigungsscJmitte  nennt  und  auf  deren  Verlauf  es  nur 
derart  ankömmt,  dass  sie  durch  die  Punkte  a  und  bis 
über  die  Umgebung  des  Punktes  hinausgehen,  in  spezieller 
Weise. 

Wir  verbinden  nämlich  die  Punkte  a^a^  und  a^a^  durch 
Gerade  und  nehmen  diese  als  Verzweigungsschnitte  an. 
Man  kann  es  stets  so  einrichten,  dass  die  Strecke  c\a^  von 
ö^^  nicht  geschnitten  wird.    Längs  der  ganzen  Strecke  a^a^ 
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und  %ä^  hängt  also  das  obere  Blatt  mit  dem  unteren,  gegen- 


üb erliegenden    zusammen.      Um    die    Punkte    a.,   a«,   a. 


1  ?     ^2  ?     ^"3  ? 


a. 


windet  sieb  die  aus  den  beiden  zusammenhängenden  Blättern 
bestellende  Fläche  nach  Art  einer  sehr  niedrigen  Schrauben- 
fläche herum,  diese  Punkte  heissen 
daher  auch  Windung spunMe.  Die  ganze 
Fläche,  auf  welcher  wir  nun  x  zu 
deuten  haben,  heisst  JRiemann' sehe 
Fläche  der  Funktion  y. 

Wir  können  sagen:  unsere  Funk- 

^^^-  ^^-  tion  y  ist  eine  eindeutige  Funhtion  von 

X  auf  der  eben  lionstriiirten  Biemann' sehen  Fläche.     Sobald  x 

auf  derselben  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt,  so  erhält 

auch  y  denselben  Wert. 

Da  für  grosse  Werte  x  .  .  .  y  zwei  verschiedene  Werte 
annimmt,  so  verlaufen  im  Unendlichen  die  beiden  Blätter 
der  Rieman-n' sehen  Fläche  getrennt  von  einander,  es  hängt 
das  obere  mit  den  oberen,  das  untere  mit  dem  unteren  zu- 
sammen und  wir  können  daher  sagen  unsere  Riemann'sche 
Fläche  hängt  vollständig  zusammen,  wenn  wir  x  =  oo  eben 
als  einen  Punkt  im  oberen  Blatte  für  den  y  =  -\-  oo  wird 
und  einen  zweiten  im  unteren  Blatte  für  den  y  =  —  (X)  wird, 
deuten.  Hierdurch  ist  das  von  der  Darstellung  der  kom- 
plexen Variablen  x  Verlangte  vollständig  geleistet. 

38.  Es  tritt  aber  hier  etwas  auf,  was  von  Bedeutung 
für  das  Folgende  wird.  Man  sagt:  Eine  oder  mehrere  ge- 
schlossene Linien  G  begrenzen  auf  einer  Fläche  T  einen  Theil 
derselben  vollständig,  wenn  es  unmöglich  ist,  aus  diesem 
Theile  ohne  Ueberschreitung  der  Linien  C  an  den  Rand  der 
Fläche  (wenn  dieselbe  einen  besitzt)  oder  in  einen  anderen 
Theil  derselben  zu  gelangen.  Sind  p  und  p  einander  gegen- 
überliegende Punkte  der  Ufer  von  (7,  so  werden  dieselben 
verschiedenen  Theilen  von  T  angehören,  die  C  begrenzt. 
Kann  man  von  p  sowohl  als  von  p'  an  den  Rand  der  Fläche 
kommen,  dann  begrenzen  die  Linien  C  für  sich  allein  ge- 
nommen Iminen  Theil  vollständig.  Oder  auch,  kann  man  von 
p  nach  p'  auf  einer  Linie,  die  innerhalb  T  verläuft,  gelangen, 
ohne    G   oder   irgend    einen  Rand    von    T  zu  überschreiten, 
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SO    begrenzen    die    Linien    C   sicherlich    keinen    Theil    von    T 
vollständig. 

So  begrenzt  ein  Kreis  auf  der  Kugel  jede  der  beiden 
Calotten  vollständig;  hingegen  begrenzt  ein  Meridiankreis 
eines  Torus  keinen  Theil  desselben  vollständig,  denn  ein 
Parallelkreis  desselben  führt  von  einem  Uferpunkte  zu  dem 
gegenüberliegenden^  ohne  ersteren  zu  überschreiten.  Auch 
begrenzen  beide  zusammen,  als  Linien  G  aufgefasst^  keinen 
Theil  des  Torus  vollständig.  Wohl  aber  begrenzen  zwei 
Meridiankreise  zusammengenommen  einen  Theil  vollständig. 
Jede  geschlossene  Linie  in  der  Zahlenebene^  auf  der  wir  die 
komplexe  Grösse  2  deuten,  begrenzt  ebenfalls  einen  Theil 
dieses  Gebietes  vollständig.  Anders  ist  es  bei  unserer  aus 
zwei  Blättern  bestehenden  Riemann'schen  Fläche.  Zieht  man 
eine  geschlossene  Linie,  welche  keinen  der  Punkte  %,  %,  a^,  % 
einschliesst,  so  begrenzt,  wie  man  sieht,  diese  den  Theil,  den 
sie  einschliesst,  vollständig.  Denn  schneidet  man  längs  dieser 
Linie,  welche  ganz  in  einem  Blatte  verlaufen  muss,  die 
Fläche  durch,  so  fällt  das  Innere  heraus,  ein  Beweis,  dass 
es  mit  der  übrigen  Fläche  nicht  zusammenhängt  und  man 
also  aus  dem  Inneren  nicht  hinausgelangen  kann,  ohne  die 
gezeichnete  Linie  zu  überschreiten. 

Ziehen  wir  aber  die  Kurve  A,  welche  ganz  im  oberen 
Blatte  verläuft,  und  welche  die  Punkte 
%?  ^2  (^^o-  3^)  einschliesst,  dann  begrenzt 
diese  keinen  Theil  der  Fläche  vollständig. 
Denn  man  kann  von  einem  Punkte  m^ 
der  auf  der  einen  Seite  des  Randes  von 
A  liegt,  zu  dem  gegenüberliegenden  m 
des  anderen  Randes  gelangen,  ohne  A 
zu  überschreiten,  längs  des  Weges 
mnom,  welcher  bei  n  ins  untere  Blatt  ^^' 

tritt   und   bei   0   aus    diesem   wieder   ins   obere.     Da  A   blos 
im  oberen  verläuft,  so  trifft  mnom'  die  Linie  A  nicht. 

Durchschneiden  wir  also  längs  A  das  obere  Blatt,  so 
bleibt  die  Fläche  noch  zusammenhängend,  und  durchschneiden 
wir  die  Fläche  längs  der  Linie  mnom\  so  bleibt  sie  auch 
noch  zusammenhängend,  denn  geht  man  von  m  am  inneren 
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Fig.  35. 


von    vornlierein 


Rande  von  A  fort^  so  gelangt  man  notwendig  an  das  gegen- 
überliegende Ufer  des  Schnittes  mnom'j  was  beweist,  dass 
die  Fläche  noch  zusammenhängt. 

Wir  denken  uns  nun  die  Fläche  T  längs  der  gezeichneten 
Linien  A  und  B  durchschnitten,  so  dass  ein  Ueb erschreiten 
des  Randes  nicht   möglich  ist.     Die   so  erhaltene  Fläche  T' 

hängt  zusammen  in  allen  ihren  Theilen 
und  ihre  Begrenzung  besteht  aus  einem 
Zuge  mnopqrstiivwxm.  In  dieser 
Fläche  T'  begrenzt  jede  geschlossene 
Linie  C  einen  Theil  vollständig;  schnei- 
''  det  man  also  T'  längs  C  durch,  so 
fällt  dieser  Theil  aus.  Denn  eine  solche 
Linie  C  kann  entweder  blos  in  einem 
Blatte  verlaufen,  dann  ist  das  Gesagte 
klar,  oder  sie  kann  durch  beide  Blätter 
laufen,  dann  kann  sie  entweder  nur  einen  der  Punkte  a  ein- 
schliessen  und  sich  also  in  Form  einer  Spirale  (Fig.  36)  um 

, .-,  diesen  herum  winden.    Durchschneidet  man 

längs  dieser  T',  so  fällt  der  Theil,  welcher 
a  enthält,  hinaus,  daher  begrenzt  C  diesen 
Theil  vollständig.  Oder  C  umschliesst 
mehrere  Punkte  a,  dann  muss  sie  parallel 
dem  durch  die  Schnitte  A,  B  entstandenen 
Rande  verlaufen  und  beim  Durchschneiden  längs  derselben 
fällt  also  ein  Theil  ab,  d.  h.  C  begrenzt  einen  Theil 
vollständig. 

Jede  geschlossene  Linie  D  auf  unserer  Fläche  T,  die 
also  längs  A  und  JB  noch  zusammenhängt,  begrenzt  ent- 
weder für  sich  allein  oder  in  Gemeinschaft  mit  A  und  B 
einen  Theil  von  T  vollständig.  Denn  würde  D  diess. nicht 
thun,  so  könnte  man  von  einem  Punkte^:)  (Fig.  37)  am  inneren 
Rande  zu  dem  gegenüberliegenden  Punkte  j?'  am 
äusseren  Rande  von  D  auf  einer  in  T  ver- 
laufenden und  A^  Bj  I)  nicht  schneidenden 
Linie  L  gelangen.  Durchschneidet  man  nun 
T  längs  A  und  jB,  so  treffen  diese  Schnitte 
Mg.  37.  L  nicht,  und  man  kann  daher  längs  B  fort- 


Fig.  36. 
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gehend,  nöthigenfalls  an  den  Rand  von  T'  weitersclireitend*) 
von  einem  Ufer  von  L  zu  dem  anderen  gelangen,  d.  li.  L 
ist  eine  geschlossene  in  T'  verlaufende  Linie,  die  für  sich 
allein  genommen  keinen  Theil  von  T'  vollständig  begrenzt, 
was,  wie  wir  zeigten,  nicht  stattfinden  kann.  Es  muss  also 
jede  geschlossene  Linie  D  in  T  für  sich  allein  oda^  mit  A 
und  B  msammengenommen  einen  Theil  von  T  vollständig 
begrenzen. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  wir  auf  unserer  Fläche  T  nicht 
mehr  als  0wei  geschlossene  Linien  finden  Mnnen,  die  für  sich 
soivohl,  als  siisammengenommen  Jceinen  Theil  der  Fläche  voll- 
ständig hegren0en.  Denn  seien  Ä',  J5',  C  irgend  drei  Linien, 
welche  keinen  Theil  von  T  weder  für  sich  noch  zusammen- 
genommen vollständig  begrenzen.  Dann  kann  man  von  dem 
Randpunkte  j9  (Fig.  39)  von  J.'  zu  dem  gegenüberliegenden^' auf 
einer  Kurve  L  gelangen,  welche  Ä  in 
m  schneiden  möge,  die  aber  B\  C 
nicht  trifft,  was  nach  der  Voraus- 
setzung, dass  Ä\  B\  C  keinen  Theil 
von  T  vollständig  begrenzen,  stets 
möglich  ist.    Durchschneidet  man  nun 

Fig.  39. 

T  längs   A,  B'j  C\  lässt   aber  längs 

A'  den  Zusammenhang  bestehen,  so  kann  die  Fläche  durch 
diesen  Schnitt  längs  A  nicht  zerfallen;  denn  die  Linie  L, 
welche  bei  pp  die  Kurve  A'  übersetzt,  führt  von  einem 
Randpunkte  m  zu  dem  gegenüberliegenden,  ohne  einen  der 
entstandenen  Ränder  zu  überschreiten,  da  sie  B'  und  C 
nicht  schneidet,  daher  werden  J.,  B'  C  auch  keinen  Theil 
der  Fläche  vollständig  begrenzen.  Verfährt  man  nun  auch 
so  mit  B  und  B\  so  sieht  man,  dass  auf  Grund  der  Voraus- 
setzung   auch    A,  B,  C   zusammengenommen    keinen   Theil 

*)  Es    könnte    nämlich  D  von   A  \n.  a  geschnitten   werden  und 
hierdurch  würde  beim  Durchschnitte  der  Punkt  a  (Fig.  38)  in  die  ,j[ 

Punkte  a ,  a"  auf  entgegengesetzten  Ufern  von  A  getrennt      \^ 


werden.    Da  man  aber  längs  des  Randes  von  T\    der  eine  ^     A 

einfache    zusammenhängende  Linie  ist,   von  a"   ausgehend  y/^' 

sicher    nach    a     gelangen    kann,    so  kann    man  auch  von 

.    ,  .  Fig.  38. 

jedem  Punkte  der  Linie  D  aus  diese  durchlaufen,  ohne  den 
Rand  von  T'  zu  überschreiten. 
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der  Fläche  vollständig  begrenzen  können,  was  nicht  angeht. 
Daher  können  auf  T  nicht  mehr  als  zivei  geschlossene  Linien 
existiren,  welche  weder  einzeln  noch  zusammen  keinen  Theil 
der  Fläche  vollständig  begrenzen.  Mit  jeder  weiteren  ge- 
schlossenen Linie  begrenzen  dieselben  dann  notwendig  einen 
Theil  vollständig. 

Existiren  auf  einer  Fläche  w  geschlossene  Kurven,  welche  zu- 
sammengenommen keinen  Theil  derselben  vollständig  begren- 
zen, welche  aber  im  Vereine  mit  jeder  anderen  geschlossenen 
Linie  einen  Theil  vollständig  begrenzen,  so  heisst  die  Fläche 
nach  Riemann?^-(-  1-fach  zusammenhängend.  Unsere  Fläche 
T  ist  also  dreifach  zusammenhängend,  die  Fläche  T'  ist  ein- 
fach zusammenhängend.  Die  Fläche  T  kann  aber  auch  nicht 
durch  mehr  als  zwei  Schnitte,  z.  B.  längs  A  und  B,  in  eine 
einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden;  denn  wie  wir 
eben  zeigten,  existiren  höchstens  zwei  Linien,  welche  zu- 
sammengenommen noch  keinen  Theil  vollständig  begrenzen, 
mit  denen  aber  zusammengenommen  jede  dritte  einen  Theil 
von  T  vollständig  begrenzt.  Zerschneidet  man  also  T  längs 
allen  drei  Linien,  so  muss  ein  Theil  herausfallen. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  bezogen  sich  blos  auf 
unsere  geschlossene  Fläche  T,  lassen  sich  aber  ohne  weiteres 
auf  berandete  Flächen  beliebigen  Zusammenhanges  erweitern, 
worauf  aber  nicht  eingegangen  werden  soll'^). 

*)  Vergleiche:  Riemann:  1.  c,  Neumann:  Theorie  der  Abel- 
schen  Integrale.  Durege:  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer 
komplexen  Variablen,  u.  a. 
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39.  Auf  unserer  Fläclie  T  haben  wir  x  gedeutet  und 
jedem  Punkte  auf  derselben  entsprach  ein  bestimmter  Wert 
von  X  und  y. 

Wir  sagen:  Es  ist  y  eine  eindeutige  FunMion  des 
Ortes  auf  der  Biemann' sehen  Fläche,  indem  wir  unter  Ort 
einen  FiinM  der  Fläche  verstehen,  dem  ein  testimmter  Wert 
der  komplexen  Yariabeln  x  zugehört,  dem  aber  auch  ein  he- 
stimmter  Wert  y  entspricht.  Ist  nun  B(xy)  eine  beliebige 
rationale  Funktion  von  x  und  y,  so  wird  diese  auch  eine 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  unserer  Riemanhschen  Fläche 
sein,  denn  jedem  Punkte  derselben  ist  ein  bestimmtes  x  und 
y  zugeordnet,  also  auch  ein  bestimmter  Wert  von  B(xy). 
Auf  der  Fiemann' sehen  Fläche  T  der  FunMion  y  ist  also  jede 
rationale  FunMion  von  x  und  y  eine  eindeutige  FunMion  des 
Ortes.  Wir  werden  später  die  IJmkelir  dieses  Satzes  beweisen 
(vgl.  44,  S.  174). 

Betrachten  wir  nun  das  Integral 


IV 


X 

Cdx 


so  ist  dieses  auf  T  keine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  mehr, 
wohl  aber  auf  der  zerschnittenen  Fläche  T\  Denn  auf  T' 
bildet  jede  geschlossene  Linie  die  vollständige  Begrenzung 
eines  Theiles  der  Fläche  T',  auf  derselben  ist  ferner  y  eine 
eindeutige  Funktion  von  x.  Erstrecken  wir  daher  das  Inte- 
gral w  einmal  längs  des  Weges  x^ax,  das  anderemal  längs 
x^hXj  so  wird  die  geschlossene  Linie  x^axboo^  einen  Theil 
der  Fläche  vollständig  begrenzen  und  durch  stetige  Aendierung 
innerhalb  dieses  Theiles  kann  man  den  Weg  x^^hx  in  den 
Weg  x^ax  überführen. 
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Es  tritt  nur  ein  Bedenken  auf,  nämlicli  das,  dass  bei 
dieser  Ueberführung  einer  der  Punkte  a^  a^^  a^,  a^  für  den 
y  =  0  wird  oder  der  Punkt  x  ==  <X)  überschritten  wird.  Wir 
sahen  aber  (Einleitung  14,  S.  39),  dass  ein  Punkt,  für  den  der 
Integrand  unendlich  wird,  immer  vom  Integrationswege  über- 
schritten werden  kann,  wenn  das  geschlossene  Integral 

Jf{x)dx  =  0 

a 

ist.    Dies  trifft  aber  für  die  Punkte  a^,  a^,  «g,  a^  zu.    Denn 
setzen  wir  z.  B. 

X  —  «i  =  Q^f 

und  halten  q  konstant,  so  ist 

1      ^  — 

y  =  Q^e  ^  F{x) , 
wo  F{a^  endlich  ist. 
Es  wird 

/'dx  1    fi  da) 


e      2 
lxj~y 

(Po 


d.  h.  das  geschlossene  Integral  wird  unendlich  klein,  sobald 
Q  unendlich  klein  wird  und  ist  mithin  null.  Wir  können 
daher  mit  dem  Integrationswege  einen  solchen  Punkt  über- 
schreiten. 

Aehnliches  gilt  für  den  Punkt  ^  =  oo,  denn  es  ist 

dx 


ß 


=  0. 

y 


Setzt  man  nämlich 

X 

y  =  yA{l  —  a^x){l  —  a^x'){l  —  a^x){l  —  a^x), 
so  wird 

y   ~       y 

und  da  für  a?  =  oo  .  .  ,  x  =  0  ist,  so  folgt 


Cd  X         Cd  X 

J  y      J  y  ' 
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Es  ist  aber  y    für  a?'  =  0  encllicli  und  von  Null  verschieden, 
daher 

dx 

y 


ß 


=  0. 


Nehmen  wir  nun  das  Intescral 


tv 


(x)  =ß 


/  dx 

y 


innerhalb  T  auf  irgend  einem  Integrationswege  von  Xq  nach 
X  hin  erstreckt^  so  kann  bei  Abänderung  des  Integrations- 
weges innerhalb  T  der  Wert  des  Integrales  sich  nur  um  von 
X  unabhängige  Grössen  ändern^  die  von  der  Form  des  Inte- 
grationsweges abhängen.     Denn  da 


d  tu  (x) 
dx 


eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  T  ist,  so  wird  stets 

— -, denselben  Wert  haben,   wie    immer  wir  die  Variable 

dx 

von  Xq  nach  x  führen,  und  folglich  können  sich  die  ver- 
schiedenen Werte  von  iv{x)  nur  um  Grössen  unterscheiden, 
die  von  x  unabhängig  sind. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  alle  diese  Grössen  sich  als 

ganzzahlige  Vielfache  mveier  bestimm- 
ter Konstanten  darstellen  lassen. 
Wir  wissen,  dass 


w(x) 


-ß 


X 

dx 


y 


Xq 


Fig.  40. 


innerhalb  der  zerschnittenen  Fläche 
T'  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes 
ist,  also  unabhängig  von  dem  Inte- 
grationswege, der  für  x  vorgeschrie- 
ben ist.  Es  sei  tv{in")  und  tv{m) 
der  Wert  von  w{x)  in  zwei  Punkten  w',  m"  von  T'  (Fig.  40), 
die  einander  gegenüber  auf  den  Ufern  von  A  liegen,  die 
gleichsam  als  die  Punkte  aufzufassen  sind,  die  aus  einem 
Punkte    der  Linie   A    durch   Zerschneidung   entstanden   sind. 


BoBEK,  eil.  Funktionen. 
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Da  der  Wert  des  Integrals  iv(^m')  von  dem  Integrationswege 
innerhalb  T  unabhängig  ist,  so  können  wir  das  Integral 
ivipc)  von  Xq  nach  m  und  von  da  nach  m"  führen  und  er- 
halten, wenn  wir  als  letztern  Integrationsweg  mn^n^n^n^m" 
wählen, 


wo  iv(;nin-^  das  von  m    nach  n^  erstreckte  Integral  ist.    Da 

nun      ,        im  m"  und  ni   denselben  Wert  besitzt,  so  wird  das 
dx 

Integral,  von   m    nach   %  erstreckt,   denselben  Wert  haben, 
wie  das  von  m"  nach  n^  hin  erstreckte  und  daher  ist 


Es  folgt  somit  aus  der  obigen  Gleichung 

tv(jn')  =  IV {m)  -f-  iü{n-^^n^n^n^ 
für   alle   Punkte   m,  m" ,  die   einander   auf  den  Ufern  von  A 
gegenüberliegen. 
Wir  setzen 

win^n^n^n^  ==J  y  =  C', 
ß 
indem  wir  das  Integral  längs  der  geschlossenen  Linie  B  im 
Sinne  ^^^Wg^^  ^^^^  erstrecken  und  n^  mit  n^  zusammenfallend 
denken. 

Wenn  wir   also  unserer  Variabein  x  erlauben,   von  m 
nach   fn'  über  Ä  hinüber  zu  gehen,   d.  h.  wenn  wir  ^  in  T 
variiren,  so  wird  bei  diesem  üeberschreiten  sich  tv(x)  plötz- 
lich um  C  ändern. 

Es  ist  klar,  dass  bei  dem  üeberschreiten  der  Linie  Ä  in 
entgegengesetzter  Richtung  von  m'  nach  m  sich  w(x)  plötz- 
lich um  —  C  ändert.  Aehnliches  gilt  für  das  üeberschreiten 
der  Linie  B  von  p'  nach  p".     Setzt  man 

w{n^mn)=  J —  =  C^y 

A 

SO  wird 

w(p')  =  tv(p)  +  Ol. 

Aendert  sich  also  x  in  T,  so  wird  bei  dem  üebertritt  des 
X  von  p    nach  p'  sich  das  Integral  plötzlich  um  C^  ändern. 
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a^  I 


Da  sonst  die  Aenderung  von  tv(x)  in  T  und  T'  dieselbe 
ist,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 

Ist  IV  {x)  der  Wert  des  Integrals  von  x^  nach  x  innerJialh 
T'  auf  irgend  einem  Wege  J  erstrecM  und  iv^  {x)  der  erlangte 
Wert  auf  irgend  einem   Wege  J^  innerhalb  T,  so  wird 

w(x)  =  tv-^{x)  -\-  nC  -{-  n^C^, 

^vo  n  und  n^  ganze  Zahlen  sind. 

Es  möge  Jj  die  Linien  A^  und  JB  resp.  m  -\-  ni-^  und 
m'  +  m^mdl  schneiden  und  zwar,  wenn  wir  J^  von  x^^  nach 
X  durchlaufen,  m  resp.  m'mal  in  positiver,  m^  resp.  w^' mal 
in  negativer  Richtung,  wobei  wir  unter  positiver  Ueberschrei- 
tungsrichtung  die  im  Sinne  der  Pfeile  der  Fig.  40  verstehen. 

Wollen  wir  den  Weg  J^  nun  so  in  Jg  abändern,  dass 
er  auch  in  T'  intakt  bleibt,  also  beim 
Zerschneiden  von  T  nicht  in  getrennte 
Theile  zerfällt,  so  müssen  wir  bei  jedem 
Ueberschreitungspunkte  von  5  nach  t 
(Fig.  41)  den  Weg  ss-^s^s^s^^t  hinzufügen, 
wobei  also  tv(x)  um  C  oder  C^  wächst, 
wenn  die  üeberschreitung  von  Ä  resp. 
B  in  positiver  Richtung  stattfand  oder 
um  — (7,  — Cj,  wenn  diese  üeberschrei- 
tungeu  in  negativer  Richtung  erfolgten. 

Hierdurch  wird  aber  it\{x)  den  Wert 

ti\(x)  -\-  {m  —  ni)  C  +  (m^  —  ^>^i')^i 

erhalten  auf  Jg  und  da  Jg  auch  in  T'  zusammenhängend 
bleibt,  so  muss  dies  derselbe  Wert  sein,  den  zv{x)  auf  J  er- 
hält, da  w(x)  in  T'  eindeutig  ist,  also  ist 

w  (x)  =  u\  (x)  -\-  nC  -\-  n^  C^. 

Wir  wollen  C  und  C^  die  Elementarperioden  des  Inte- 
grals iv{x)  nennen  und  nC  ~\- n^C^  die  Konstante,  um  die 
sich  überhaupt  die  Werte  von  ^v(x)  in  einem  Punkte  von  T 
unterscheiden  können,  sollen  Perioden  des  Integrals  heissen. 
Dann  ersehen  wir,  dass  alle.  Perioden  des  Integrals  iv{x)  gans- 
zolüige  Vielfache  der  Elementarperioden  0  und  C^  sind. 

11* 


Fiff.  41. 


164 
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40.    Wir  wollen   diese  Konstanten  C  und  C^  näher  be- 
trachten.    Es  ist 

dx 

y 


ü 


-ß 


das  Integral  in  der  Richtung  des  Pfeiles  (Fig.  42)  erstreckt. 

Da  aber  die  Linie  JB^  genau  in  der- 
selben Weise  von  einem  Ufer  von  Ä 
zu  dem  entgegengesetzten  führt,  so  ist 
auch 

J*dx 
y  ' 


C 


Fig.  42. 


Nun  lassen  wir  JB^  aus  der  Geraden  12, 
dem  kleinen  Kreise  234,  der  Geraden 
45  im  unteren  Blatte  von  T  und  dem  kleinen  Kreise  561 
bestehen.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  4  unterhalb  2  und 
5  unterhalb  1,  also  die  ganze  Gerade  45  unterhalb  21  liege. 
Es  wird  also 


dx 

y 


^        f*\dx    .      i  dx    .      i\dx    .      fü 

1  234  4  561 

Die  Integrale  längs  der  kleinen  Kreise  234  und  561  sind  mit 
dem  Radius  dieser  Null  als  Integrale  um  den  Punkt  %  i'esp. 
«3,  wie  wir  S.  160  sahen. 

In  zwei  untereinanderliegenden  Punkten  der  Geraden  12 

und  45  wird  y  gleiche,  aber  entgegengesetzt  bezeichnete 
Werte  besitzen.  Ist  also  ?/  der  Wert  für  x  im  oberen  und 
y    im  unteren  Blatte,  so  wird 

et  00  Ch  Ob 

y  ~~       y  ' 
also  2  4 

/|  dx  l'\  dx 

J  \  y  ~      J  \  y  ' 

1  5 

wobei  das  erste  Integral  im  oberen,  das  zweite  im  unteren 
Blatte  zu  erstrecken  ist.     Es  wird  mithin 


l^\  dx /*i 

J  \  y  ~  J  \ 


dx 

y 
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Lässt   man  mm   1   mid   also   auch  5  mit  a^,   sowie  2  und  4 


mit  «3  zusammenfallen,  so  wird 


C 


eis 

J  ^  y  ' 


wobei    das    geradlinige    Integral    im    oberen    Blatte    zu    er- 
strecken ist. 

Genau  so  verfahren  wir  mit 


,-/ 


dx 

y 


Wir  ersehen,  da  G^  auch  das 
Integral  erstreckt  längs  12  3  4  5  61 
ist,  wobei  5  resp.  4  unterhalb  1  resp. 
2  liegen  sollen  (Fig.  43). 

Also  ist 


Fig.  43. 


^  r\dx    .      Cdx    ,      /    dx    .      rdx 

1  234  4  561 


und  da  genau  so  wie  früher 


2  D 

J'*\dx  /i 


dx 

y 


folgt,  und  wenn  wir  1  und  2  mit  a^  resp.  «2  zusammenfallen 
lassen,  die  Integrale  längs  2  3  4  und  5  61  also  verschwinden, 


so  ergiebt  sich 


C,  =  2/| 


dx 

y 


das   Integral   im   oberen   Blatte  liuks   von   der  Geraden  a^a^ 
hin  zu  erstrecken. 

41.  Wir  hätten  unsere  Riemann'sche  Fläche  T  durch 
irgend  zwei  andere  dieselbe  nicht  zerstückelnde  Schnitte  A' , 
B'  in  eine  einfach  zusammenhängende  T^  verwandeln  können 
und  hätten  dadurch  zwei  andere  Konstanten 


c'=/f,  0;==/' 


dx 

y 


als  Elementarperioden  erhalten. 
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Nim  sahen  wir  aber  S.  157,  dass  man  eine  der  Kurven 
z.  B.  B'  immer  durch  B  ersetzen  kann, 
d.  h.  dass  die  Kurve  B'  genau  so  von 
einem  Ufer  von  A  zu  dem  gegenüber- 
liegenden führt,  ohne  A  vs^eiter  zu 
treffen,  wie  5  und  also  ist  C'  =  -\-  G 
je  nach  dem  Sinne,  in  dem  B'  durch- 
laufen wird.  Dann  wird  aber  A'  durch 
A  ersetzbar  und  also  auch  C-^=-\-C^. 
So  z.  B.  kann  A  (Fig.  44)  ersetzt 
Flg.  M.  werden    durch    A'    auch    dem    Sinne 

nach,  da  sie  in  derselben  Weise  B  überschreitet,  d.  h.  es  ist 

'iUjtJC  i       et  00  y^ 

J  y      J,  y  ~    ^ 

A  A 

oder   mit  Rücksicht   auf  den   in  40   gefundenen  Wert,   dem 
sich  ein  analoger  für  A'  an  die  Seite  stellt. 


«2 

/i  dx r 


dx 


beide  im   oberen  Blatte,  das   erste    links,   das   andere  rechts 
von  der  Geraden  hin  erstreckt. 

Ebenso  hätte  man  B  durch  jB',  diese  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  des  Pfeiles  (Fig.  44)  ersetzen  können,  woraus 
dann 


«3  «4 

l\dx l\d 

J  I  y      J  1  : 


dx 

y 


«1 


folgt,  beide  Integrale  im  oberen  Blatte,  das  erste  rechts,  das 

zweite  links  von  der  Geraden  hin  erstreckt. 

Hieraus  ersehen  wir  aber,  dass,  wenn 

wir  die  ursprüngliche  Riemann'sche  Fläche 

statt  mittels  der  Verzweigungsschnitte  a^  a.^ 
und  0^3  a^  zu  bilden,  mit  Hilfe  der  Schnitte 
a^a^^  und  «2^3  (Fig.  45)  herstellen,  dadurch 
die  Elementarperioden  für  die  nun  etwa 
auftretenden    Kurven    A\  B'    die    Werte 


Fig.  d5. 


C/  =  —  C  und  0'  =  —  6\  erhalten. 
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Wir  sehen  also,  dass  die  Elementarperioden  unabhängig 
sind  von  der  Art  der  Zerschneidung  von  T  ebenso  wie  von 
der  Art,  wie  wir  die  Yerzweigungsschnitte  in  T  annehmen, 
wesentlich  nur  von  den  Werten  a^,  a^^  «g,  a^  abhängen. 

42.   Die  Funktion 

X 

w{x)  =  I  ^n 

J  yÄ{x  —  ai){x  —  a^){x  —  a^){x  —  c«J 

wird,  wie  wir  gleich  zeigen  werden,  für  Jceinen  Wert  von  x 
unendlich  und  heisst  „ein  überall  endliches  IntegraV'  auf  der 
Riemann'schen  Fläche  T,  welche  zu  der  Funktion 

y  =  yA{x  —  a^){x  —  a^(x  —  a^){x  —  a^ 
gehört. 

w{x)  könnte  unendlich  werden  für  x  ==  a^,  a^j  ag,  a^ 
oder  für  x  =  oo.  Für  alle  anderen  Werte  verhält  sich  der 
Integrand  regulär  und  kann  iü{x)  daher  nicht  unendlich 
werden. 

Es  sei  X  in  der  Umgebung  von  a^  gelegen.  Wir  neh- 
men x^  ebenfalls  in  der  Umgebung  von  a-^  an  und  schreiben 

Xi  X 

wo  der  Integrationsweg  des  zweiten  Integrals  ganz  in  die 
Umgebung  von  a^  fallen  soll.  Da  das  erste  Integral  jeden- 
falls endlich  ist,  sobald  wir  voraussetzen,  was  wir  thun  wollen, 
dass  der  Integrationsweg  durch  keinen  der  Punkte  «^,«2,^3, 
a^  oder  cx^   führt,    in    denen  wir    das  Verhalten    noch    nicht 


X 


— ■    auf    seine    Endlichkeit 
y 


untersuchen  übrig. 
Wir  setzen 


zu 

y 

X, 


yÄ{a^  —  «2)(%  —  %)  (^1  —  ^h) 
so  ist  B  endlich.     Da  die  Funktion 

1 


=  -», 


yÄ{x  —  a.^){x  —  a3){x  —  aj 
für  X  =  a^  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  ebenso  ihre 
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Differentialquotienten,  so  können  wir  dieselbe  nacli  dem 
Taylor'schen  Theorem  entwickeln  und  erhalten  für  die  Um- 
gebung von  a^ 

1 


und  daher  wird 

1  1 


=  B  +  Bi{x-a;)  + 


y       {x  —  a-^y^ 

B 


-[ß  +  B,{x-a,)  + 


T  +  ^i(^  — «i)'^  H , 


{x  —  a^y^ 

wobei   es   gleichgiltig  ist,   welchen   Wert   von   ^x  —  %  wir 
nehmen.     Es  wird  dann 


rdx 


wenn  N  die  Integrationskonstante  ist. 
Indem  wir 

0  =  ]Sf+  2jB(x,  —  a^)^  +  l^iK  -  a,)^  H 

setzen,    wodurch   N  endlich  und  bestimmt  ist,   da  x^  in  der 
Umgebung  von  a^  liegt,  sehen  wir,  dass 

X 

J'^^N+  2B{x  -  a,f-  +  f B(a;  -  a,)i  +  ■  ■  ■ 

wird,  und  dass  daher 

dx 


J 


y 


endlich  ist.     Dasselbe  gilt  für  a^;  %?  ^4- 

Für  X  =  <x>  betrachten  wir  das  Integral  vor  Allem  für 

sehr  grosse  Werte  von  Xy  für  welche  also  x  nicht  mehr  die 

Werte  %,  a^,  «3,  «4  annehmen  kann.   Wir  setzen  zu  diesem 

Belaufe 

1 

X  '  y  • 

X     ' 

dann    wird    x'    sehr    kleine    Werte    annehmen.     Wir    führen 
ferner  den  Integrationsweg  in  Tvon  x^  nach  x  in  bestimmter 
Weise,  dann  wird  sich  auch  x'  in  bestimmter  Weise  von  x^ 
bis  X    ändern.     Es  wird  nun 
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j                 dx 

x'^  ' 

yA{x  —  a^){x  —  a<^){x  —  a^)(x  —  a^ 

'VA{\  —  ayx'){l  —  a^x'){l  —  a^x){l  — 

-  a^x) 

~                                         x"' 

also 

dx                     , 

'\/A{x  —  a^){x  —  a.^){x  —  az){x  —  a^) 

dx' 

'VA{\  —  a^x'){l  —  a^x){\  —  a^x'){l  — 
und  daher 

a^x) 

/*                               dx 

^   ^       J  yA{x  —  ai){x  —  a.^{x  —  a^)  {x  —  aj 

Xo 

X 

/*                                      dx 

yA(l  —  aj^x')(l  —  a^x)  (1  —  a^x'){l  —  a^^x)  ' 


Xn 


wenn  x  den  Weg  beschreibt,  der  ihm  vermöge  der  Be- 
ziehung X  =  —1   zukommt.      Aus    der   Gleichung    sieht    man 

aber  ohne  weiteres,  dass  w(x)  für  x  =  oo  oder  x  =  0  end- 
lich bleibt,  da  das  zweite  Integral  sich  in  der  Umgebung  von 
X  =  0  ganz  regulär  verhält. 

43.  Da  das  Integral  w{po)  eine  Funktion  der  komplexen 
Variabein  x  ist,  so  wird  durch  dasselbe  die  Zahlenebene  oder 
die  Riemann  sehe  Fläche,  auf  welcher  wir  x  deuten,  konform 
auf  die  Ebene,  in  der  wir  w  deuten,  abgebildet.  Bei  dieser 
Abbildung  bleiben  die  Winkel  im  Allgemeinen  erhalten  und 

nur  für  die  Werte,  für  welche  -^—  ==  0  oder  c5o  ist,  findet  eine 
'  dx  ' 

Ausnahme  statt.  Nun  wird  -^  =  oo  nur  für  x  =  a^j  <^2 1  ^3 ;  ^a- 

Untersuchen  wir  daher  die  Abbildung  der  Umgebung  von  % 
der  Riemannschen  Fläche  auf  die  Ebene  von  w.  Wie  wir 
eben  sahen,  ist 

w  —  Wa,  =  2B{x  —  a^)^  -\-  ^B^ (x  —  a^)'^  +  •  *  •? 

wenn  für  x=aj^  ..  .w=Wa^  wird.  Es  entsprechen  also  jedem 
X  zwei  Werte  von  w,  aber  diese  Werte  von  w  kommen  in 
der  Umgebung  von  Wa^   miteinander  nicht  in  Kollision,   son- 


170  II.    Funktionen  auf  der  Riemann'scheu  Fläche. 

dern  haben  auf  der  schlichten  Ebene  um  iVa,  herum  Platz; 
denn  die  beiden  Werte  sind 

^1  —  Wa,=       {x  —  a^^^[2B  +  ^B^(x  —  aj  -\ } 

tü^  —  Wa,  =  ~{x  —  a^)^[2B  +  1^1  (^  —  %)  H } 

und  liegen  also  (Fig.  46)  stets  diametral  einander  gegenüber 
in  Bezug  auf  Wa^.     Daher   wird  jedem  Werte  w 
in  der  Umgebung  von  Wa^    ein    ganz  bestimmter 
Wert  von  {x  —  a^  entsprechen  und  dem  diame- 
tral   gegenüberliegenden   Wert   w    wird    derselbe      ^^g-  ^^^ 
Wert  {x  —  %)  entsprechen,  nur  wird 

w  —  Wa,  =       (x  —  aj)^{2B  +  iB^{x  —  aj  +  •••} 

w  —  Wa,  =  —  (x  —  a^)^[2B  +  iB^(x  —  a^) -\ } 

sein,  d.  h.  ordnet  man  dem  Punkte  w  den  Punkt  x  im  oberen 
Blatte  der  Riemann'schen  Fläche  zu,  so  wird  w'  dem  Punkte 
X  im  unteren  Blatte  entsprechen,  da  für  diesen  y,  also  auch 

Yx  —  «1  das  entsprechende  Vorzeichen  besitzt.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Umgehung  von  a^  in  den  beiden  übereinander- 
liegenden Blättern  der  Biemann' sehen  Fläche  wird  auf  die 
schlichte  Umgebung  von  Wa,  durch  das  Integral  w  abgebildet. 
Es  hört  in  dem  Punkte  x  =  %  für  w  =  Wa,  die  isogonale 
Abbildung  auf  und  zwei  Werten  von  x  und  Xj  für  welche 
a^x  und  %^'  den  Winkel  g?  miteinander  bilden,  entsprechen 
die  Werte  w  und  w\  so  dass  Wajv  und  Wa^w  den  Winkel 
~  bilden.     Denn  setzt  man 


X  —  a 

X 


— ^  =  e'p, 


so  wird  in  erster  Annäherung 


10  —  «ü„  (p 


'W    —  lü^  ' 

"1 

da  man  für  sehr  kleine  Werte 

^  —  ^^a,  =  2B{x  —  «i)^ 
setzen  kann. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Winkel 

(iv  WayW)  =  \{x  a^x) 
ist. 
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Da   ferner   3—  =  —  nur  null  werden  kann  für  x 

dx  y 


<X), 


so  könnte  nocli  dieser  Wert  eine  Ausnahmsstelle  geben.  Wir 
sahen  aber  (S.  169)^  dass  sich  für  die  Umgebung  der  Stelle 
X  =  00  das  Integral  ganz  regulär  verhält^  also^  dass  die  Um- 
gebung dieses  Punktes  mit  Erhaltung  der  Winkel  auf  die 
Umgebung  eines  bestimmten  Punktes  tv  abgebildet  wird. 

Wir  denken  uns  nun  (Fig.  47  a)  die  Riemann'sche  Fläche 
längs  der  Kurven  A  und  B  durchschnitten,   so  dass  wir  aus 


Fig.  47. 


jeder  Kurve  A  und  B  die  beiden  Begrenzungslinien  A^A<^  und 
B^B.^  erhalten,  die  zusammengenommen  die  ganze  Begrenzung 
von  T'  bilden.  Wir  setzen  voraus,  dass  iv  im  Punkte  m^,  welcher 
der  Schnittpunkt  der  Begrenzungslinien  A^B^  ist,  den  Wert 
tv^  haben  soll,  dann  ist  der  Wert  von  lu  in  m^  gleich  ti\-\-G. 
Lassen  wir  nun  x  die  Linie  J.^  durchlaufen,  so  wird  w  von 
iv^  aus  irgend  eine  Kurve  A^  beschreiben  (Fig.  47  b)  und 
nach  iv^  gelangen,  wenn  x  nach  m^  gelangt.  Denken  wir 
uns  gleichzeitig  mit  x,  welches  längs  A^  läuft,  einen  Punkt 
X  verbunden,  welcher  längs  A^  läuft,  so  dass  entsprechende 
Punkte  x  und  x  gerade  einander  gegenüber  am  Rande  lie- 
gen, so  wird  IV {x)  auch  eine  Linie  A^  durchlaufen,  die  aber 
derartig  mit  A-^  im  Zusammenhange  steht,  dass  die  Punkte 
IV {x)  und  ivix)  gerade  immer  um  G  von  einander  abstehen. 
Wird  X  nach  m^)  also  x  nach  m^  gelangen,  so  hat  tv 
den  Wert  iv^  resp.  %  erhalten,  und  es  ist  die  Strecke 


IV  ^w,^  =  w^w^  =  C 
nach  unserer  geläufigen  Deutung  der  komplexen  Grössen. 

Von    nkj. ,    wo    wir    mit    x    anlangten ,    durchlaufen    wir 
(Fig.  47a)    nun    die    Linie    m^n^m^j   wodurch   w   (Fig.  47b) 


172 


II.    Funktionen  auf  der  Rieniann'schen  Fläche. 


irgend  eine  von  W2  nach  w^  gehende  Kurve  B^  beschreibt.  Der 
Punkt  X  wird  gleichzeitig  die  Kurve  B^  oder  m^^m^be schrei- 
ben, also  tv  eine  Kurve  B^,  deren  entsprechende  Punkte  um 
die  Konstante  C^  von  denen  von  B^  entfernt  sind.     Es  ist 


Hierdurch  ist  die  Begrenzung  m-^n^m^n^m^n^m^n^m^  der 
Fläche  T'  in  den  Zug  w^w^w.^w^W-^  in  der  ^(;- Ebene  abge- 
bildet. Dieses  krummlinige  Parallelogramm  ist  nun  das  Bild 
der  zerschnittenen  Riemann'schen  Fläche  T' .  Denn  da  auf 
T'  das  Integral  w  nicht  unendlich  wird,  so  kann  die  Ab- 
bildung von  T  mittels  iv  den  Punkt  w  =  00  nicht  enthalten, 
und  das  Bild  muss  eine  zusammenhängende  Begrenzungslinie 
haben  gerade  so  wie  T\ 

Die  Punkte  Wa^ ,  Wa^ ,  Wa^ ,  Wa^ ,  die  den  Punkten  a^,  a^^^a^y  a^ 
von  T'  entsprechen,  sind  ganz  gewöhnliche  Punkte  der  ^i;-Ebene. 

Die  Winkel  des  krummlinigen  Parallelogrammes  w^w^^w^^iv^ 
müssen  zusammengenommen  4  Rechte  geben,  denn  sie  geben 
zusammengenommen  die  isogonale  Abbildung  der  Umgebung 
des  Punktes  m,  welcher  zu  den  vier  Zipfeln  m^,  m^,  m^,  m^ 
in  T'  wird,  und  der  Punkt  m  ist  ein  ganz  gewöhnlicher 
Punkt  von  T,  es  wird  also  seine  Umgebung  mit  Erhaltung 
der  Winkel  abgebildet. 

Denken  wir  uns  nun  die  Fläche  T  unzerschnitten,  aber 
die  Linien  A  und  B  markirt. 
Wenn  wir  mit  x  dann  A  über- 
schreiten, so  wird  w  nicht  mehr 
im  Parallelogramm  w^w^w^w^  lie- 
gen, sondern,  da  man  mit  x  in 
T'  an  die  Linie  A2  gelangen 
würde  und  über  dieselbe  hinaus- 
tritt, so  wird  w  die  Linie  A<^  in 
der  Richtung  des  Pfeiles  (Fig.  48) 
überschreiten  und  wenn  wir  nun 
wieder  T'  abbilden  wollen,  so 
müssen  wir  von  m^  d.  h.  auf  der 
w- Ebene   von    lü^   anfangen   und  '^' 

erhalten    das    Parallelogramm   w^w^w^w^',    welches    sich    an 
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das  erste  w^w^w^iv^  längs  W2,^v^  anlegt,  und  diesem  kon- 
gruent ist.  Analog  wird  bei  üeberschreitung  von  S  in  T 
die  Abbildung  von  T'  ein  Parallelogramm  w^w^tv^'w^'  lie- 
fern, das  dem  ersten  kongruent  ist. 

Neben  das  Parallelogramm  w^iv^io^iü^  wird  sich  nun  wie- 
der längs  w^w^  ein  anderes  legen,  welches  auch  iv^ivl'iül'w^ 
längs  wl'w^  anliegt  und  dieses  nicht  überdeckt.  Denn  da 
um  %v^  sich  die  Winkel  %v.2,  w^y  w^  des  ersten  Parallelo- 
grammes  lagern,  so  werden  dieselben,  da  ihre  Summe  vier 
Rechte  ist,  gerade  die  Umgebung  von  iv^  erschöpfen  und  die 
vier  kongruenten  Parallelogramme  lagern  sich  also  lückenlos 
um  ^3  herum. 

Auf  diese  Art  erhalten  wir  die  Riemannsche  Fläche  T 
auf  unendlich  viele  Parallelogramme  in  der  Ebene  iv  abgebildet 
und  diese  lagern  sich  lücJcenlos  so  nebeneinander,  dass  sie 
die  ganze  w- Ebene  überdecken.  Hierbei  wird  auf  jedes  der- 
selben die  Riemann'sche  Fläche  T  vollständisj  abo-ebildet. 

Nennt  man  Werte  von  w^  welche  von  einander  nur  um 
ganzsahlige  Vielfache  von  C  und  Oj  verschieden,  sich  einander 
kongruente  Werte,  so  liegen  die  zu  dem  Punkte  w  kongruenten 
Punkte  jeder  in  einem  anderen  Parallelogramm  und  alle  die 
Punkte  kommen  zur  Deckung,  sobald  man  die  Parallelo- 
gramme alle  aufeinander  legt.  Solchen  Werten  von  tv  ent- 
spricht derselbe  Punkt  der  Riemann'schen  Fläche,  d.  h.  der- 
selbe Wert  von  x  und  y. 

4:4.  Betrachten  wir  nun  in 


■f 


X 

dx 


w 

'  y 


w  als  unabhängige  Variable,   dann  wird  das  Integral  x  und 
zufolge 


y  =  yA{x  —  a^{x  —  a.^{x  —  a^{x  —  a^) 
auch  y  als  Funktion  von  iv  definiren.     Wir  setzen 

X  =  f{iv) 

y  =.F(w). 

Nach  dem  Vorstehenden  erkennen  wir  nun,  dass  dem  Werte 
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w  und  IV  -f-  m  C  +  m^  C^ ,   wo  m  und  m^  ganze  Zahlen  sind^ 
derselbe  Wert  von  x  und  y  entsprechen  muss^  also 

X  =  f(w)  ==  f(iv  +  m(7  +  m^C^) 
y  =  F{w)  ==  F{iü  -\-  mC  -{-  m^C^) 
d.  h.  X  und  y  sind  doppeltx^eriodiscJie  FtmMionen  von  tv.  Da 
aber  jedem  Werte  von  tu  in  einem  Parallelogramm  ein  und 
nur  ein  bestimmter  Punkt  auf  !t  entspricht^  dem  ein  be- 
stimmter Wert  von  x  und  y  zugehört,  so  sind  x  und  y  ein- 
deutige doppeltperiodiscJie  FunMionen  von  w. 

Da  in  jedem  Blatte  der  Riemann^schen  Fläche  ein  Punkt 
X  =  oo  existirt^  so  wird  x  =  f{w)  nur  für  zwei  Werte  von 
tu  iunerhalb  eines  jeden  Periodenparallelogrammes  unendlich 
d.  h.  X  ist  eine  doppeltpeiHodische  Funldion  mveiter  Ordnung 
von  tu.     Wie  man  aus 


y  =  y  A{x  —  a^)(x  —  <^2)(^  —  %)(^  —  ^4); 
oder  auch  aus  der  Entwicklung  S,  148  erkennt,  muss  y  eine 
doppeltperiodiscJie  Funktion  vierter  Ordnung  sein, 

Soll  F  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Riemann- 
schen  Fläche  T  sein,  dann  muss  dieselbe  ihren  Wert  wieder  er- 
halten, wenn  x  auf  einem  beliebigen  Wege  auf  T  in  seinen  Aus- 
gangspunkt zurückkehrt.  Da  aber  Tauf  die  ^t;-Ebene  so  abgebildet 
ist,  dass  jedem  Punkte  von  Tje  ein  Punkt  in  einem  der  Parallelo- 
gramme entspricht,  so  wird  dem  Wege,  den  xm  T  beschreibt, 
ein  bestimmter  Weg  des  w  in  der  «(^-Ebene  entsprechen,  der 
möglicherweise  aus  einem  der  Parallelogramme  in  ein  anderes 
führt.  Es  ist  aber  F  als  eindeutige  Funktion  von  x  und  y 
auf  T  auch  eine  eindeutige  Funktionvon  w  auf  der  w-WoenQ  und 
dai^in  kongruenten  Punkten  der  Parallelogramme  denselben 
Wert  erhalten  muss,  so  ist  F  eine  eindeutige  doppeltperiodische 
Funktion  von  iv  und  als  solche  daher  rational  durch  x  und 
y  ausdrückbar  nach  Satz  21  S.  90.  Diess  die  Umkehr  des 
Satzes  auf  S.  159. 
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45.   Wir  kehren  zu  unserer  speziellen  Funktion  0  zurück, 
für  welche 

ist  und  setzen  vor  der  Hand  G  =  \.  Die  Riemann'sche 
Fläche  der  Funktion 

y  =  1/(1  —  3^)  (1  -  Ti^z^)  (2) 

hat  in  ^=  +  1,  ^  =  ih  —  ü^^^  Verzweigungspunkte.  Wir 
wollen  die  Verzweigungsschnitte  (Fig.  49)  von  -f-  1  nach 
H und  von    —  1  nach führen,  und  setzen  fest,  dass 

im  oberen  Blatte  für  x  =  0,  y  =  -{-  1  ist,  also  im  darunter 
liegenden  Punkte  x  =  0,  y  =  —  1  ist. 

Wir  haben  dann 


B  —1 

A  1 

Wir  setzen     * 
K  = 


+1 
dz 


y 


dz 

y 


Fig.  49. 


Jlw 


dz 


z^)  (1  -  H^^^) 


^1 


(7j 


|/(1    _    ^2)    (1    _    ^'Z^) 


,*) 


(3) 


*)   Ä,    soll  auf  der  linken  Seite  von   1  bis  —  im  oberen  Blatte 
hinerstreckt  sein  nnd  wird  jedenfalls  imaginär  sein. 
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dann  wird^  da 


—  1  — 1  u  0 


ist,  denn  der  Integrationsweg  verläuft  ganz  im  oberen  Blatte 
und  geht  durch  z  =  0,  y  =  -\-  1; 

und    es    sind    mithin    s    und    y   eindeutige    doppeUperiodiscJie 
Funktionen  von 


u 


J  ]/(r^ 


dz 


z^)  (1  —  %''z^) 


mit  den  Perioden  AK  und  2K^y  so  dass  also 

2  =  f{u)  =  f{u  +  4:mK+2ni,K,) 
y  =  F{u)  =  F{u  +4.mK-\-  2m^K,) 

ist,  vrenn  m  und  m.^  beliebige  ganze  Zahlen  sind. 


Wenn   wir  das  Integral 


II 


z 

-J 


dz 

y 


Fig.  50. 


(von  z  =  0,  y  =  -\-  1)  längs 
eines  beliebigen  Weges  Ozz^ 
(Fig.  50)  nehmen,  so  möge 
es  ift  ^1  den  Wert 

dz 


Ozzi 


dz 


erhalten.     Das   Element   des   Integrales   —  besitzt  in  unter- 

einander  liegenden  Punkten  der  Riemann'schen  Fläche  gleiche 
und  entsecrengesetzt  bezeichnete  Werte,  da  0  -=  /  ist,  aber 
y  im  oberen  Blatte  den  Wert  ?/,  im  unteren  y'  =  —  y  be- 
sitzt, also  ist 

dz  dz 

y  ~       y   ' 

Nehmen  wir  also  das  Integral  im  oberen  und  unteren  Blatte 
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längs  Wegen,  die  genau  unter  einander  verlaufen,  denen 
dasselbe  z  und  gleiche  entgegengesetzt  bezeichnete  y  ent- 
sprechen, so  wird 

i'dz  /  dz    ^^     . 

J   y  ~     J  y 

sein. 

Wir  wollen  das  erste  Integral  von  (0,  1)  bis  zu  {z^y  y^y 
das  zweite  von  /  =  0,  y  ==  \,  d.  h.  ^  =  0,  y  =  —  1  bis  zu 
(^/?  Vi)  =  fe?  —  Vi)  i^  ^6^  oben  angedeuteten  Art  führen 
und  es  wird  daher 

J    y  J   y 

(0,1)  (0,-1^ 

Setzen  wir  nun  0^  =0,  ^i  =  1,  so  wird  Ä  =  0  sich  ergeben 
und  daher  ist 

J  y  ~~      J   y  ' 

(0,1)  (0,-1) 

Wir  setzen 

(«.  y)  («,  —y) 


Jdz  i  dz 
,         V   =      I   —7-, 
y             J   y 


u 

(0,  1)  "  (0,  1) 

so   dass   also,  wenn  s  =  f(u),  y  =  F(tt)  die  doppeltperiodi- 
schen Funktionen  von  tt  sind, 

^  —  /"W;    y  =  —  F(v) 

wird,  d.  h.  z  nimmt  für  u  und  v  dieselben  Werte,  y  gleiche 
entgegengesetzt  bezeichnete  Werte  an.     Es  kann 

(z,-2/)  (0,-1)  {z,-y)  (0,^-1)  {z,y) 

J* dz    r dz    ^.       C dz    /  dz  -jdz 

~y'       J  ~¥"^  J  y    ~  J  ~y'       J  ~V 

(0,1)  (0,1)  (0,-1)  (0,1)  (0,1) 

oder 

v  =  2K—u 

gesetzt  werden,  da 

(0,-1) 


fdz  _^  r\d^_2K 

J   y  J  ^  y 


(0,1)  0 

sich  ergiebt,  wenn  man  das  Integral  rechter  Hand  so  nimmt, 

BoBBK,  el].  Funktionen.  12 
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(01/ 


(0-7J 


Fig.  50. 


dass  der  Iiitegrationsweg  die 
nebenstehende  gezeichnete  Kurve 
(0,  1)  1  (0,  —  1)  ist. 

Somit     folgt,      dass     wenn 

—  ^00  --=  /W  ist, 

=  —  v  —  2K-\-{m  +  l)4.K  ,(4) 

+  m^2K^ 

ist,    wenn  ii  und   v  nicht   selbst 
kongruente  Werte  sein  sollen,  d.  h.  wenn 

u  ^  v-{-  m4cK-\-  m^2K^ 

sein  soll.  Die  Werte  u  und  2K — u  oder  — 2K — u, 
welch  letztere  nach  den  Perioden  kongruent  sind,  liegen, 
wie  man  sieht,  in  einem  der  Parallelogramme,  auf  welche 
die  Riemann'sche  Fläche  abgebildet  wird  und  sind  diejenigen, 
welche  demselben  0  und  gleichen  entgegengesetzt  bezeich- 
neten y  angehören. 

Die  FunUion  0  =  f(u)  ist  also  doppeltperiodisch,  eindeidig 
und  von  zweiter  Ordmmg,  welche  für  u  und  2K  —  u  dieselben 
Werte  annimmt. 


s 

Es  ist  /(O)  =  /•(2X)  =  0  und  f{K)  =  1,  da  w  = /- 


dx 

y 


für  ^  =  0  verschwindet  und  für  z  =  1  den  Wert  K  annimmt. 

46.     Es   sei   u  =  a  für   den  Punkt  ^  =  00   des  oberen 

Blattes,   dann   wird  u  ==  2K —  a  für  den  Punkt  0  =  00  des 

unteren  Blattes.     Es  ist  dann 


a 


dz 

y 


Wir  erstrecken  das  Integral 
längs  Omoo  (Fig.  51),  welche 
Kurve  ganz  im  oberen  Blatte 
verlaufen  soll,  also  ist 


a 


Pig.  51. 


J   y 

Om<» 
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Wir   konstruiren    eine   zweite  Kurve   On<x>,    welche   aus   der 
ersten  Omoo  entsteht,  wenn  man  auf  dem  Radiusvektor  des 

Punktes    m   die    Strecke   Om  in   entgegengesetzter   Richtung 

nach  On  abträgt.     Dann  wird,  wenn  man  in  a  die  Substitu- 
tion 0  =  —  0'  macht, 

rdz 

J   y   ' 

Owoo 

da  y  das  Vorzeichen  nicht  ändert,  d.  h. 

/dz 
y  ' 

wenn  die  Integrationsvariable  wieder  mit  z  bezeichnet  wird. 
Es  ist  daher 


^-/f+/f=/- 


dz 


y 

€cnO  0?w  OD  osnOmco 

Nun  begrenzen  die  Linien  Ä  und  <x>nOmoo  zusammen- 
genommen einen  Theil  des  oberen  Blattes  vollständig,  d.  h. 
die  Kurve  oonOmoo  ist  in  die  Kurve  Ä  durch  stetige  Um- 
formung überführbar,  also  ist 

J  y       J  y 

conOmcc         A 

Oder  auch  die  Linie  c^onOmcsD  überschreitet  (Fig.  51)  bei  h 
die  Kurve  B,  führt  also  gerade  so  wie  die  Kurve  A  und  in 
derselben  Richtung  von  einem  Ufer  von  B  zum  anderen, 
also  muss 

J   y       J   y  ' 

bOmccnb        A 

sein.  Es  ist  daher  a  =  K^  und  wir  ersehen  also,  dass 
fiß^i)  =  f{^K±  K,)  =  00  ist. 

47.  Wir  wissen  aus  der  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Punktionen,  wie  solche  zu  konstruiren  sind.  Bestimmen  wir 
also  'O'-Funktionen ,  deren  Perioden  o  =  2K  und  co'  =  2K^ 
sind,  für  die 

7t  —  i  7t  -—  i 

ist,  so  wird 

12* 
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sein;  denn  die  Funktion  recliter  Hand  ist  doppeltperiodisch, 
mit  den  Perioden  2«  ==  4:Kj  cd  ==-2K^,  sie  ist  eindeutig^ 
verschwindet  für  ii  =  0,   u  =  ca  ==  2Kf   wird   unendlich  für 

und  nimmt  für  —  =  K  den  Wert  1   an,  wodurch   sie  voll- 

ständig  bestimmt  ist  und  mit  ^  =  f(u)  identisch  sein  muss. 
Wir  ersehen  also,  dass  unsere  DifPerentialgleichung 

{-l^y  =  (.^-''ni--'^')  (1) 

durch  die  Funktion 

integrirt  wird.  Dann  liefert  die  Gleichung  36  S.  130,  da 
G  =  l  ist, 

Wäre  die  Differentialgleichung 

(w)' =  ^'(1 -- ^')  (^  - '''"')  (^'^) 

vorgelegt,  so  würde  sich  ^  =  f(v)  als  eine  doppeltperiodische 
Funktion  zweiter  Ordnung  von  v  ergeben.  Setzt  man  aber 
u  =  Gv,  so  wird  (la)  übergehen  in 


deren  Lösung 
ist.     Also  ist 


-9-0    &,  (u) 
0  = 


m 


*)  Sollte  in   -^  der  Koeffizient  von  i  negativ  sein,  so  kann  man 
Jx. 

für  K^ K^  einführen.    Man  kann  übrigens  zeigen,  dass  bei  unserer 

Wahl  der  Grössen  K  und  K^  der  Koeffizient  i  in  -^  stets  positiv  ist. 

Vergleiche  hierüber:  Königsberger,  „Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen", I.  Theil,  S.  295—299. 
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und  die  Perioden  von  f{v)  sind 

4.K 


2g3^ 


G 


09, 


2.gi 
G 


Dann    ist    mit  Rücksicht    auf   2K  =  71%'^^,    da   %'^   nur  von 


%\ 


-—  =  -^  abhängt,  G  = 

Es  würde  nur  noch  zu  erwähnen  sein^  dass  wir  früher 
das  Periodenparallelogramm  auch  gradlinig  begrenzt  annahmen, 
während  wir  auf  S.  171  fanden,  dass  im  Allgemeinen  die 
Begrenzungslinien  unseres  Parallelogrammes  krumm  sind. 
Diess  ist  aber  unwesentlich  und  kann  das  krummlinige  Pa- 
rallelogramm einfach  in  ein  geradliniges  verwandelt  werden. 
Denn  seien  tc^^  u^y  ^%,  %  die  Ecken  des  Parallelogrammes 
(Fig.  52  b),  dessen  Seiten  A^,  A^j  B^,  B^  den  beiden  Ufern 


Fig.  52  a. 


Fig.  52  b. 


A^yA^jB^jB^y  der  Schnitte  A  und B  entsprechen;  so  verbinden 
wir  %  ^2  ^urch  die  Gerade  A^'.  Einem  Punkte  u  dieser  Geraden 
wird,  wie  wir  wissen,  ein  bestimmter  Punkt  x  =  fiii), 
y  =  F(u)  der  Riemann'schen  Fläche  entsprechen.  Lassen 
wir  also  ti  von  ii^  aus  die  Gerade  ü^,^  durchlaufen,  so  wird 
(xy)  von  m  aus  irgend  eine  Kurve  A  auf  der  Riemann'schen 
Fläche  beschreiben,  die  von  m  ausgeht  und  wenn  u  nach  «% 
gelangt,  wieder  in  m  endigt.  Da  das  Integral  von  u^  bis  u^ 
um  ^2  —  '^h  =  ^1  gewachsen  ist,  so  muss  die  Linie  A  gerade 
so  wie  A  von  einem  Ufer  von  B  zum  anderen  führen,  kann 
also  bei  der  Zerschneidung  der  Riemann'schen  Fläche  an 
Stelle  von  A  gesetzt  werden.  Thut  man  letzteres,  so  wird 
die  längs  A  und  B  zerschnittene  Riemann'sche  Fläche   sich 
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auf  die  te-Ebene  so  abbilden,  dass  die  beiden  Ufer  von  A 
die  Geraden  a^  u^^  und  ti^u^  zu  Bildern  haben  werden.  Er- 
setzt man  ebenso  B  durch  eine  Linie  B,  welche  das  Bild 
der  Geraden  ii^  u^  ist,  so  ersieht  man,  dass  die  längs  A  und  B 
zerschnittene  Riemann^sche  Fläche  sich  auf  die  ^t-Ebene  in 
ein  geradliniges  Parallelogramm  abbildet,  dessen  Seiten  die 
Längen  C^  und  G  haben,  also  die  Repräsentanten  der  Perioden 
des  Integrales  tt  sind. 

Wir  sind  also  stets  im  Stande,  die  Riemann'sche  Fläche 
derart  zu  zerschneiden,  dass  das  Periodenparallelogramm  ein 
geradliniges  wird. 

48.  Wir  wollen  die  Abbildung  der  Riemann'schen 
Fläche  mittels  des  Integrals  it  auf  die  Zahlenebene  von  u 
in  zwei  Fällen  besonders  betrachten. 

1.  Es  sei  K  reell  und  kleiner  als  1.  (Wir  werden  sehen, 
dass  man  stets  den  Modul  von  z  kleiner  als  1  machen  kann.) 

Es  wird 

z 

dz 
u 


0 

.2 


J  ycT 


^^)  (1  —  yi^z'-) 


SO  lange  0^  <  1  ist  und  0  reelle  Werte  annimmt,  auch  reell 

sein.     Sobald  0  reell  und  — ^  >  ^^  >  1    ist,    wird    der    reelle 

Theil  von  u  konstant  bleiben  und  es  wird  sich  blos  der  rein 
imaginäre  Theil  ändern,  denn  es  wird 

1  z 

Jdz  ,     .   /'  dz 

}/(l_^^).(l_^2^2)  J    -)/(/^  -  1)  (1  -  n'z^^) 

z 

,     .  /'*  dz 

+  1/7(5^ 


u  =  K 


1)  (1  —  n^^z'') 
1 


also  das  von  0  abhängende  Integral  reell  unter  obiger  Voraus- 
setzung.    K  selbst  ist  nach  Früherem  reell,  und 

—  -i 

dz  .  /I  dz 


T^       /l dz^  .  n 

J  I  1/(1  -  ^')  (1  -  y^'^')        J  I 


1/(^2  _!)(!_  ^2^2^ 


rem  imagmar. 
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Die  Verzweiguügspunkte  der  Riemanu'sclieu  Fläche  sind 
in  diesem  Falle  alle  auf  der  Achse  der  reellen  Zahlen  gelegen. 
Wir  führen  nun  (Fig.  53) 
die  Schnitte  B  und  A  so, 
dass  sie  durch  die  Achse  der 


reellen  Zahlen  gehen.    In  der 


-i^ 


s 


fOijJ 


^ 


fo-Y/"  T 


cl 


Fig.  53. 


Figur  sind  sie  knapp  an  die- 
selbe gezeichnet.  In  m  hat 
u  den  reellen  Wert  K  und 
auf  der  tt- Ebene  entspricht 
also  der  Punkt  a  ==  K  dem 
Punkte  m.  Durchläuft  2  nun 
von  m  aus  die  Linie  JB,  so  ~ 
wird  u  sich  von  a  reell 
ändern  bis  es,  sobald  der 
Punkt  wieder  in  m  angelangt  ist,  um  4,K  gewachsen  in 
1)  eintrifft,  also  ist  1)  —  a  =  4iK  und  1)  das  Bild  von  m  als 
auf  dem  anderen  Ufer  von  A  gelegen  betrachtet.  Wenn  z 
von  m  aus  das  eine  Ufer  von  A  durchläuft,  so  wird  sich 
nur  der  imaginäre  Theil  von  it  ändern,  d.  h.  das  Bild  dieses 
Ufers  wird  eine  durch  a  oder  h  (je  nachdem  auf  welchem 
Ufer  von  B  wir  uns  befinden)  gehende  zur  xichse  der  rein 
imaginären  Zahlen  parallele  Gerade  ad  oder  hc  sein,  deren 
Länge  2K^  ist.  Die  Gerade,  welche  die  Punkte  d  und  c 
verbindet,  ist  das  Bild  des  zweiten  Ufers  von  B. 

Wir  ersehen  also,  dass  unsere  Riemann'sche  Fläche,  so- 
bald %  reell  und  <  1  ist,  derart  zerschnitten,  dass  die  reelle 
Achse  die  Schnittlinien  bildet,  sich  mittels  des  Integrals  ii 
auf  ein  Rechteck  abbildet.  Das  Feriodenparallelogramm  der 
Funktion  b  =  f(ti)  ist  also  ein  BecJitech.  Dass,  wenn  das 
Periodenparallelogramm  ein  Rechteck  ist,  unsere  Funktion 
Sit  so  beschaffen  ist,  dass  %  reell  wird,  haben  wir  früher  ge- 
sehen (S.  132  u,  ff.). 

2.    Es  sei  K  =  iic^  und  %  reell.     Dann  wird 


u 


J  Vd- 


ds 


J  V(T 


ds 


^2)    (1   —  K^Z^)  J      1/(1   —  Z^)  (1  +  Xi^^^) 

u 

reell   sein,   sobald  s  reelle  Werte,  die  absolut  kleiner  als  1 
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sind,  durchläuft.     Also  ist 


0 

reell.     Hingegen 


dz 


z^)  (1  —  %'s^) 


'        J  I  1/(1  -  z')  (1  -  X^ 


^') 


komplex. 

Nun  kann  man,  statt  das  Integral  auf  dem  geradlinigen 

Wege    von    1    bis  —    links    von    dem    Verzweigungsschnitte 

(vgl.  Anm.  S.  175),  es  auch  rechts  von  diesem  im  oberen  Blatte 
erstrecken,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  die  Quadratwurzel 
auf  dieser  Seite  des  Verzweigungsschnittes  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzt  und  dass  also  dann 


dz 


z')  (1  —  %2^2) 
1 

7C 


zu  setzen  ist,  sobald  man  das  Integral  im  oberen  Blatte 
rechts  von  der  Linie  1  —  erstreckt.  Dieser  Weg  aber  ist 
(Fig.  54)  stetig  in  den  gebrochenen  Weg  —  Ol  überführbar, 
ohne  dass  einer  der  Punkte  +  1,  H überschritten  wird. 

— ■ —  '      V 


Also  ist 

0 


'       J\V{1-z'){1-h'z')   '^  JlVii 


dz 


Z'-)    (1   —  Ti^Z^) 
7. 

y. 

dz 


J  11/(1 


Z')    (1   —   7l'-Z'') 


0 

nun  ist  im  zweiten  Integral  0  rein  imaginär,   also  0  ==  iz\ 
wo  s'  reelle  Werte  annimmt,  daher  ist 
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1^ 

ix 


dz 


+  /^)   {I+Y^Z'^) 


K—i 


f\ 
J\  1/(1  +  ^' 


dz' 


')(1  — »ii"/") 


Setzt  man  also 


■Jiw 


dz' 


J\   l/(l  +  0(l-x,V^)  '' 


+  z'^){l  —  %,^z'^) 

0  0 

so  ist  K2   reell  und  positiv,   da  0^  <  — ^  ist  und  /  reelle 

Kl 

Werte  durchläuft.     Es  ist  dann 

Bildet  man  nun  wieder,   wie   früher,   die  Riemann'sclie 
Fläche   auf  die  it-Ebene  ab,  so  wird  der  Kurve  B  (Fig.  54) 


rig.  54, 

die  Achse   der  reellen  Zahlen  ab  entsprechen  und  einer  ge- 
wissen Kurve  Ä  wird   die  Gerade   ad  resp.  hc   entsprechen, 

so  zwar,  dass  ad  die  Summe  aus  2K  und  2i.S'2  ist. 
Wir  wissen  aus  Früherem,  dass  wenn 

co'  =  ft>  +  icj^  ist,  oder  2K^  =  2{K-\-  iK^^ 
wo    »1,  «2    resp.   K  und  K^    reell    sind,    dann    die   doppelt- 
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periodische  Funktion  s(u)  ein  Parallelogramm  besitzt,  das  Avie 
ah  cd  beschaffen  ist  (S.  136  u.  ff.). 

49.  Wir  wollen  nun  noch  folgenden  wichtigen  Satz 
beweisen: 

„Jedes  Integral 

J*     dz 

Xq 

worin  R(x)  eine  ganze  rationale  FunMion  vierten  oder  dritten 
Grades  in  x  ist,  lässt  sich  durch  eine  lineare  Transformation 
in  das  Integral 


IV  = 


Z^)    (1  —  'A^Z^) 

verwandeln;  tvohei  M  eine  Konstante  und 

a-^  ßz  _  ^  4-  P^o 

^    —    y^Sz'  ^0    —      y    _^    ^^^ 

ist.     a,  ß,  yj  8  sind  hestimmte  Grössen.^' 
Wir  setzen 

B(x)  =  A(x  —  «j)  (x  —  «2)  (^  —  %)  (^  —  ^0         C^) 

und  führen  0  durch  die  Gleichunö- 


'O 


ein.     Dann  wird 


X  =  -^#  (8) 

y  -\-  oz  ^   ^ 

wobei  Bj_(/)  wieder  eine  ganze  rationale  Funktion  des 
4.  Grades  von  0  wird,  die  a,  ß,  y,  d  als  willkürliche  Kon- 
stanten enthält.    Wir  verfügen  nun  über  die  letzteren  so,  dass 

B^ip)  =^B{l  —  s){\+£){\-  }cz)  (1  +  Tis) 
=  B(l  —  z")  (1  —  %'^^^) 
=  Bi\  —  (1  +  %2)  ^2  +  ;f^^^] 

wird.  Hierdurch  sind  für  «,  /3,  7,  8  drei  Gleichungen  ge- 
geben, in  denen  sie  homogen  vorkommen,  und  aus  welchen 
sich  die  drei  Verhältnisse  a  :  ß  :  y:ö  ergeben.  Die  Gleichungen 
selbst  ergeben  sich  aus  der  Bedingung,  dass  in  i2i(^)  die 
Koeffizienten    von    s^    und    0    verschwinden    sollen    und    der 
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Koeffizient   von   0^  gleich  sein  muss  der  entgegengesetzt  be- 
zeichneten Summe  aus  den  Koeffizienten  von  z^  und  z'^. 

Diese   Bedingungen   sind  nun   noch  alle  verträglich   mit 
der,  dass  der  Modul  von  |  %  |  <  1  ist.     In  der  That,  soll 

und 

a  -\-  ßz 
y  -\-  dz 

sein,    so  muss,  wenn  R(x)  =  0,  also  x  =  a^,  a^,  a^,  a^  ist, 

auch   (1  —  z^)  (1  —  %^z^)  =  0   sein,    daher  ^  ==  +  1?  i  ~? 

d.  h.  den  Werten  a^,  ^g,  %,  0^4  von  x  entsprechen  in  irgend 

einer  Reihenfolsje  die  Werte  +  1,  —  1,  -I , Setzen 

wir  also  fest,  dass  für 

X  =■  ö^j ,    0,2)    Ctg ,       Ct^j  ^ 

wird,  so  muss  nach  dem  in  der  Einleitung  sub  5,  S.  14  be- 
wiesenen  Satze   das  Doppelverhältnis   erhalten   bleiben,   also 

^  \      __   CT^  CT3    ^    «2  ^4     (\Vi\ 

+    1  /  Ö^i    «i        «2    ^3 

sein.    Diese  Gleichung  ist  für  %  eine  reziproke  und  lässt  sich 
also  %  stets  so  bestimmen,  dass  |  :>«  |  <  1  wird. 
Hat  man  %  bestimmt,  so  folgt  aus  (8) 

(y  +  äz)^ 
und  da 


\%  4-  1/ 


m^y^^^^V+lg.--'^  (11) 


sich  ergiebt,  so  folgt 

dx  (ßy  —  ad)  dz 


yjR{x)  ]/B  Yil  —  z^)  (1  —  yi''z^) 

=  M  ^^ 


(12) 


1/(1  -  Z"')    (1  -  X^^^) 

wo  M  eine  Konstante  ist. 

Um  diese  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  ein  Paar  ent- 
sprechender Werte   von  x   und   z  zu  kennen,    für  die  nicht 
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R(x)  und  R{0)  verschwinden.    Es  sei  für  ä' =  0,  x  =  -Q=^^if 
dann  folgt 

woraus  M  bestimmbar. 

Nun  soll  0  =  If  —  1  werden  für  x  =  a^,  a^,  also  muss 

*-''L  =  ^„^  (13a) 


sein^  wo  A^^  eine  Konstante  ist. 

Da  aber  für 

1  1 

X  =  a^y  %5  ^  —  V  ^         Z 


wird,  so  ist 

«3  —  «1         ^     1  —  ^ 

«3    «2              ^^^^    1    +   H 

«4   —   «1               ^         1   4-   X 

^4  —  ^2               ^2    1  —  X  ' 

also  ist 

Ä                  1/(0^3    —  Ö^l)   K   —  Ö^i) 

(«3    —    «2)    («4    —    «2)    ' 

wobei  das  Vorzeichen  der  Wurzel  sich  aus 

A. 


1A/H      — —     Cvn 


bestimmt,  (da  x  =  x^  und  0  =  0  entsprechende  Werte  sind) 
oder  auch,  wenn  x  bekannt  ist,  aus  den  Gleichungen  (13a) 
sich  ergiebt. 

Man  sieht  ohne  weiteres,  dass  wenn 

X   «2  4  ^   +    1 


X  —  tti  ^^    z  —  1  ' 

gesetzt  wird,  A^^A^^  =  1  i^^-     Setzt  man  ebenso 


"""'   -A,\^~,  (13b) 


X  —  a^        '      ^^   1  -\-  yiz  ^ 
so  ergiebt  sich 


A  ^^    1  /(«l     —    «3)    («2    —    ^3) 

■^34         Y  ^a,  -  a,)  («2  -  «4) 
und 

^1  ^3     A 

-^34  • 

X-t  QiÄ 
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Differentirt  man  die  Gleichungen  (13),  so  folgt 

1  2       J  A  7 

also 

dx  2^1i2      (x  —  a.;^y 


analog  ergiebt  sich 


dz  a^  —  a.^     (0  -|-  1)2  5 

ch 

dx   2^21       (^  —  «i)^ 


dz  «2  ~  «1      (-^  —  1)^ 

^^     __       2xJ.3^        (rC   —   CT^)^ 

dz  «3  —  «^    (1  -j-  %^)2 


<Zä  «4  —  «3    (1  —  x^)2 

Multiplizirt    man    alle    vier    Gleichungen    mit    einander, 
so  folgt 

/do^Y  ^  ^^  (a;  -  g,)^  (a;  -  a,y  {x  -  ^3)^  (^  -  a,f 

\dz  J  K  —  «2)'  («3  -  «4)'  (1  —  ^')'  (1  -  ^'^')' 


=  16 


It''{x) 


also  ist 


woraus 


folgt. 


Jf=-==J.^^_-  (14) 

y^(«i  —  «2)  («3  —  «4) 


O' 


Ist  nun  für  X  =  Xq...s  =  0Q  und  setzt  man 


/ 


dz 


1/(1  -  z')  (1  -  >t2^^) 
0 


und 


dz 

=  u 


so  folgt  aus 


J   Vii  -  ^')  (1  -  y^'z') 

u 


dx      ^  ^0 


yR{x)  ]/(l    -   02)    (1    _   ^2^2) 
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dz 


tv 


—  Z"')   (1  —  7i''z^") 
.—        0 

dz 


j  1/(1 -^'0  (i-xv^)    j  1/(1 


—  z^)  (1  —  %''z^) 

oder 

^==lf(^f_^g^  (15) 

da  man  den  Integrationsweg  von  0^  nach  0,  welcher  dem 
von  Xq  nach  x  führenden  entspricht^  so  abändern  kann,  dass 
er  durch  den  Punkt  0  =  0  geht,  ohne  den  Wert  des  Inte- 
grales wesentlich  zu  beeinträchtigen,  denn  es  können  dann 
nur  ganzzahlige  Vielfache  von  Perioden  hinzukommen. 
Nun  wissen  wir  aber,  dass  aus 

z 

dz 

u 


J  1/(1  -  ^'. 


folgt,  also  ist 
und 


X 


)    (1    -   Ti-'Z'^) 

Z  ==  SU 
a  -\-  ßsu 


y  +  ^^^ 


w      , 


Will   man  x  direkt  mit  0  in  Verbindung  bringen,  ohne 
zuerst  «,  /3,  y,  d  zu  berechnen,  so  ersieht  man,  dass 
X  —  a^    «1  • —  «3   1  +  -^    1  —  ^ 

gesetzt  werden  kann. 

50.     Aus  (10)  ergiebt  sich 


1    -[-    >i  T       {'Ot'l    ö^s)   («1     0^4) 

und 

1  —  l/F 


1  +  1/^ 
bei  der  bestimmten  Anordnung,  dass  den  Punkten 

JU         '  eilt  ,    Cl'2  j        Uo ,        6f'^ 

die  Punkte 

1  1      1  1 
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entspreclien.  In  welcher  Weise  ändert  sich  nun  %,  wenn  die 
Zuordnung  eine  andere  wird?  Die  Aenderung  des  Doppel- 
verhältnisses £  ist  uns  bekannt^  es  treten  nämlich  bei  den 
4!  =  24  Permutationen  der  a^,  a^,  %,  a^  im  Ganzen  blos  sechs 
verschiedene  Werte  auf^  die^  wenn  s  einer  der  Werte  ist, 


1           .                                 1                  £    —    1                   S 

"'        £     ^      -^               -?        1    __    £    ^               f           '       £   —    1 

sind.     Also  wird  %  die  Werte  haben: 

1    —    l/s           l/e    —     1            1    —    ]/l    —   £          l/l  —    £  —  £         ]/£—]/£- 

- 1 

1  4-  }/£  '  yg  _l_  1  ^   1  _l_  yi  _  g  '  y  1  _  £  _l_  g '  y^  _|_  y^  . 

-1^ 

y£  —  1  —  y£ 

y£  —  1  +  y£  ^ 

da  aber  —  und gleichzeitig  in  IIi{b)  auftreten^  so  wer- 


Y,  % 


den  wir  blos  drei  verschiedene  Werte  von  %  erhalten,  wenn 
wir    die    Zuordnung    der    Grössen    x  =  a-^,   a^,   ^3,  «4    und 

z  =  \j  —  1,  — y  —  —  in  beliebiger  Weise  vornehmen. 

Nun  wissen  wir,  dass  das  Doppelverhältnis  £  dann  und 
nur  dann  reell  ist,  wenn  die  vier  Punkte  a^,  a^,  %,  a^  auf 
einem  Kreise  liegen.  Ist  diess  also  der  Fall,  so  ist  einer 
der  Werte  s  oder  1  —  a  positiv  und  daher  ist 


1  -  y  £     ,  1 — yi 

X  = -— ^  oder  z  ==  - 


1  +  Vs  1 H-  yi  +  £ 

reell  und  absolut  genommen  kleiner  als  1.     Liegen  die  vier 
Punkte  nicht  auf  einem  Kreise,  so  wird  das  Doppelverhältnis 
komplex  und  auch  %  ist  komplex. 
51.     Ist 

It{x)  --=  Ax^  +  Bx^  -\-Cx-\-  D  =  Ä(x  —  ttj)  (x  —  %)  {x  —  a^) 
blos  vom  dritten  Grade,  so  ändert  das  die  Betrachtungen 
nicht  wesentlich.     Setzt  man 

a  -\-  ßz 

•^   —       y    J^   dz    ' 

SO  wird 

^W        {y-{-dzy  (y  +  d^^r      ' 

wobei  Ri(0)  jetzt  blos  vom  dritten  Grade  in  0  ist.  Nun 
kann  man  aber  wieder 
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(y  +  dz)  (11,0)  =  A(l  —  z')  (1  -  k'^Z^) 
setzen  und  erhält 

worauf  dieselben  Betrachtungen  wie  früher  folgen. 
Den  Werten: 

werden  die  Werte 

1          1      1           1 
^  =  1,  —  1.  — , 

zugeordnet   sein,   denn   (y  -\-  dz)  muss   verschwinden,    wenn 

eine  der  Grössen  1  —  z,\-\-z,l  —  ^z,\  -{-  tcz  verschwindet, 

also  z.  B.  wenn 

1^ 


y  J^  8^=0 

y_ 

^  —  —   S  y 


ist,  muss 
sein,  also 

d.  h.  es  ist 

X  =  oo . 

Aus  dem  Doppelverhältnis  der  vier  Wertepaare  folgt 

\  1  -j-  ^  /  ^h  —  ^h 

die  Gleichung  für  %. 
52.     Das  Integral 


r  dz 

u  ==  I  ■  — 

J   -\/{l  -  ^^)  (1  -  -^H') 

0 

nennt  man  nach   Leg^ndre   das   Normalintegral  I.  Gattung j 
indem  auf  diese  Form  jedes  elliptische  Integral  von  der  Art 


X 

dx 

W 


mJ- 


yB{x) 


worin  R(x)  eine  rationale  ganze  Funktion  dritten  oder  vierten 
Grades  ist,  zurückgeführt  werben  kann.  Wir  sahen,  dass  u 
und  lü  für  keinen  Wert  von  z  unendlich  werden.  Ersteres 
soll  das  iiherall  endliche  Normalintegral,  letzteres  das 
allgemeine    überall    endliche     Integral    heissen.      Mau    nennt 
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K  den  Modul  des  Integrals.  Ich  will  noch  eine  Umformung 
des  Integrals  ^i  erwähnen^  die  von  Legend re  eingeführt 
wurde.     Setzt  man 

z  =  sin  cpj 
so  wird 


dz  =  cos  (p  d(p  =  ]/l  —  z^ dcpy 

also 

ds  dcp 


y  (1  —  z^)  (1  —  ■K^z'')  Vi  —  x'  sin^  q) 

und  folglich,  da  für  0  =  0  auch  (p  =  0  ist, 

u=f-=M=^-  (17) 

^    yi  —  %^  sin^  qp 
0 

Jacobi  nannte  (p  als  Funktion  von  u  betrachtet  die  Ampli- 
tude von  u  und  schrieb 

(p  =  am  u.  (18) 

Da  z  =  sin  (p  gesetzt  wurde,  so  folgt 

0  =  sin  am  u  (19) 

und  wir  sehen,  dass  diese  Funktion  von  u  unsere  Funktion 
SU  ist.  Da  cos  9?  =  "/l  —  sin^g^ist,  so  ersieht  man,  dass 
unsere  Funktion  cii  als  cos  am  u  zu  bezeichnen  ist,  da 
cp  ==  am  u  ist.    Ebenso  haben  wir  die  Jacobfsche  Funktion 

^am  u  =yi  —  %^  sin  am  u  mit  zfu  bezeichnet. 
Die  Periodentheile  K  und  K^  ergaben  sich 


1  y- 

J  I  ]/(l  _  z^)  (1  -  x^02)  '         '       J  I  1/(1  -  ^^)  (1  -  x^ 
u  1 

und  da  für  0  =  1  -  -  -  (p  =  -^  folgt,  so  ist 


z^) 


2 


Z=r--=if,=^.  (20a) 

^    yi  —  -/i^  sm  qp 
0 

Jacobi  nannte  K  das  (/rm^e  elliptische  Integral. 

K^  lässt  sich  aber  genau  auf  die  Form  von  K  bringen. 
Setzt  man  nämlich 

.'^XVl^^^\  (21) 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  13 
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wobei  7c^  -}-  ir  =  1  ...%'=  y\  —  x^  gesetzt  wircl^   so  wird 

^  ,        —  x^        z  dz 
dz  =  — ; —  • 

^         l/l  —  V.^Z' 

Da  ferner 


;c' -(/i __ /2 _,  i^yiZL ^-^ 

und 

yi  —  oc^^z'^  =  %z 

ist^  so  folgt  durch  Multiplikation  beider  Gleichungen 


%  l/l  —  z'')  (1  —  %H'^')  =  ix^z  Vi  —  z', 
also  ist 

-  =  ^  — '       (21a) 

Nun  wird  für  ^  =  1  •  •  /  =  1^  für  z  = /  =  0,  also  ist 

V  0 

/• dz _   1_    r dz 

J    |/(1  -  z')  (1  -  yi'z')    ~  ~ij    ]/(1-0(1-h'^/^) 
1  1 

_  .    /* dz_ 

""    J    V{l-z'){l-^'-'z^^)  ' 

0 

Hierbei  ist  vermöge  (21)  dem  Integrationswege  von  z  der  von 

;^'  zusjeordnet.    Durchläuft  z  die  reellen  Werte  von  1  bis  — , 

so  wird^  im  Falle  x^  reell  ist,  auch  z    die  reellen  Werte  von 
1  bis  0  durchlaufen. 
Setzt  man 


j 


1 

UiZ  ~i~rr 


y(i  —  02)(i  —  %^z^) 

0 

wobei  X!  von  %'  gerade  so  abhängt,  wie  K.  von  z,  so  wird 
^j  =  ^j^',  und  wenn  ^  ==  sin  9)  gesetzt  wird, 


K'^C~=J^==.  (20b) 

^    yi  —  %  ^  sm-  g? 
0 

Wir  ersehen  also,  dass  wenn  ;c  reell  und  kleiner  als  1  ist, 

sowohl  K.  als  K!  reell  sind,  da  dann  auch  %    kleiner  als  1  ist. 

Es  sind  überdiess  beide  Grössen  positiv. 
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53.  Neben  dem  Integral  I.  Gattung,  welches  für  keinen 
Wert  von  (x^  y)  auf  der  Riemann'schen  Fläche  unendlich 
wird,  und  welches  sich  stets  auf  das  Normalintegral  I.  Gattunö- 
reduziren  lässt,  führte  Legendre  noch  zwei  andere  Normal- 
formen von  elliptischen  Integralen  ein,  die  er  Normalintegrale 
IL  und  IIL  Gattung  nannte,  und  die  wir  nun  betrachten 
wollen. 

Als  Normalintegral  IL  Gattung  führte  er  das   Integral 

z 

J=  C  ''^' (22) 

u 

ein.  Dieses  Integral  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  es  un- 
endlich wird,  wie  0  für  ^  ==  c»,  d.  h.  einfach  algebraisch, 
für  gewisse  Punkte  auf  der  Riemann  sehen  Fläche  der  Funktion 


2/==  1/(1  -^')(1  — 3C'^'). 

Für  0=1,  —  1,  — , erkennen  wir,  wie  auf  S.  167, 

dass  J  nicht  unendlich  wird. 

Betrachten  wir  aber  jetzt  den  Punkt  ^  =  00  und  setzen 
wir  zu  dem  Behufe 

1 

und  sei  J^  ein  kleiner  Wert,  dem  also  ein  sehr  grosser  Wert 
0  =  0^  entspricht.     Das  Integral 


j  —  c        ^^^^     

'  ~  J  1/(1 -^^)(1  -  x-^ 


0 

hat  einen  endlichen  Wert  und  es  ist 

13' 
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') 


oder 

gesetzt,  ^ 


0  =  ^...d0  =  -^ 


j=j^-J] 


dt 


Nun  entwickeln  wir  die  Wiirzelgrösse  in  der  Umgebung 
J  =  0,  indem  wir  den  Zweig  derselben  wählen,  für  welchen 
dieselbe  sich  auf  %  reduzirt  für  ^  ==  0^  der  andere  ist  durch 
den  Wert  —  %  für  5  ==  0  bestimmt. 

Dann  ist 


1 


i  +  AS  +  ^2S'  +  ^3  5'  +  ---. 


Die  Entwicklung  muss  in  der  Umgebung  von  J  =  0  so 
lange  |g|  <  \%\  gelten,  da  |%|  <  1  ist,  also  auch  für  —  ^^ 
d.  h.  es  ist  auch 

Beide  Gleichungen  können  nur  bestehen,  wenn 
A  =  0,  A  =  0  •  •  •,  J^2r+i  =  0 
ist.     Mithin  ist 


und 


=  i  +  ^,g^  +  ^,?*  +  ... 


Ivn, -%,,-.,  -  ^/f  +  ^J''  +  ^J''''  +  •  •  • 


und  daher  ist 


=  i  +  A?  +  i^*^'  + 


wo    C   die   Integrationskonstante   bedeutet,    die    dadurch    be- 
stimmt ist,  dass  J  =  J^  für  ^  =  ^^  ist. 

Aus  der  obigen  Entwicklung  nun  sieht  man,  dass  J  für 

^  =  0,   d.  h.  0  =  oü  unendlich  wird   wie  y  resp.  wie  ^,  d.  h. 
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das  Integral  J  wird  für  s  =  csd   in  dem  einen  und  anderen 
Blatte  der  Bietnannschen  Fläche  der  FtmMion 

einfach  unendlich. 

Die  Entwicklung   im   anderen   Blatte,   für  das  —  %   gilt 
für  ^  =  0,  ist: 

J  =  J,  +  C,  +  ^  +  Ä,t  +  lA,f  +  .... 

Dieses  Integral   J  verdient    den   Namen   Normalintegral 
insofern,  als  sich  jedes  Integral  von  der  Form 


X 
-r  J  'CC       Oj  00 

J  V(1—x'')(1—k'x^' 


auf  dasselbe  und  eine  rationale  Funktion  von  x  und 


zurückführen  lässt,  wozu  noch  das  Normalintegral  I.  Gattung 
treten  kann. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  für  ein  ungerades  m  ==  2n  -\-  1 
das  Integral  J^  kein  elliptisches  ist.     Denn  setzt  man 

2 
X    —  Sj 


so  wird  ^ ^^  _  1 .7« 

^'''^^        J  V(1  —  x'-)(1~-k'x')         'U  1/(1  —  z) 


2' 

z 

dz 


^  >/(i  _  ^^)(i  _  x'^^^)     y  1/(1  -  ^)  (1  -  H^^) 

in  welchem  der  Ausdruck  unter  der  Wurzel  blos  zum  zweiten 
Grade  steigt  und  durch  die  Substitution 

1  —  r- 

z  =  -i — ^ 


in  das  Integral  t 

1     ^  ^ 

verwandelt  wird,   das  als  Integrand   eine   rationale  Funktion 
enthält. 

Wir  haben  also  blos  Integrale  von  der  Form 


/, 


.2« 


^      l/(l_^^)(l_X^^2) 

zu  betrachten. 
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Setzt  man 

y  =  l/(l_«2)(l_xV), 
SO  ist 

-^(^^"-''y)  =  (2«  -  l);c^4^  -  (1  +  K^)  (2n  -  2)  ''" 


dz^         i//\  y        v'/v  y 

+  (2«-3)^- 

Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  J^  und  integrirt 
in  Bezug  auf  z  von  0  bis  s,  so  ergiebt  sieb 

und  hieraus 

T L .2n-3,,    I    2(n-l)(l+^^)  T  _    (2^-3)     j 

"^^        (2n— l)x^^  ^"1"       (2n-l)7i2       ''"-^        (2n-l)H2^^-2- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  man  t/w  aus  J^_i  und  Jn—2 
berechnen  kann.  Da  nun  J^  das  Normalintegral  II.  Gattung 
und  Jq  das  Normalintegral  I.  Gattung  ist,  so  kann  man  Jg 
aus  diesen  beiden,  Jg  aus  Jg  und  J^  u.  s.  w.  berechnen  und 
man  erhält  J^  ausgedrückt  durch  eine  rationale  Funktion 
von  s  und  y  und  durch  J  und  w. 

z  z 

dz 


j  ^  r         z^dz  __  r 


—  Z^){1  —  H^^^^ 

0  ö 

54.  Elliptische  Integrale  III.  Gattung  nennt  man  solche 
Integrale  aus  einer  rationalen  Funktion  von  y  und  0,  welche 
logarithmisch  unendlich  werden,  d.  h.  welche  für  ^  ==  a  so 
unendlich  werden,  wie  log  (0  —  a).    Ein  solches  Integral  ist 


z 

/di. 


J7==   \     .     ^\ 

a)y 


2/  =  l/(l-^^)(l-%V), 

wenn  a   von    den  Werten    1 ,  —  1 ,  - , verschieden   ist. 

Denn  entwickeln  wir  -  in  der  Umgebung  von  0  =  a,  so  ist 

dieses,  sobald  das  Blatt  der  Riemann'schen  Fläche  festgesetzt 
ist,  nur  in  einer  Weise  möglich.  Ist  y  =  h  für  0  =  a  im 
ersten  Blatte,  also  y  =  —  h  für  ^  =  a  im  zweiten  Blatte,  so  ist: 
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}^=^l  +  A,{0  -  a)  +  M0  -  ay  +  •^• 

(J^y  =  \  J^  +A  +  Aiß  -  a)  +  •.. 

77  =  (7  +  ilog(^  -  a)  +  ^,(0  -  a)  +  i^,(^  -  «)2  +  ..., 

wo  G  eine  Konstante  bedeutet,  die  dadurch  bestimmt  ist,  dass 
n  ==  n^  für  8=^0^  ist,  wenn  0^  ein  Punkt  der  Umgebung 
von  a  ist  und 

dz 


^•=/( 


{z  —  a)ij 

0 

Aus  der  Entwicklung  sehen  wir  aber,  dass  77  so  unend- 
lich wird  wie  ^  log  {s  —  a)  für  ^  ==a,  y  =  h.  Für  den  Punkt  der 
Riemann'schen  Fläche  0  =  a,  y  ^  —  h  wird  77  unendlich,  wie 
-ilog(^  —  a). 

Ein  Integral  III.  Gattung,  welches  in  weniger  als  zwei 
Punkten  der  Riemann'schen  Fläche  der  Funktion 

y  =  >/(l  -0^)(l  -xH') 
logarithmisch  unendlich  wird,  existirt  nicht. 

Denn   setzen   wir  voraus,   dass   das  Integral  77  nur  für 

S  ^^^  Cv-i ,    W'o  "  •  '  ein 

y  =  \,  h^-'-hn 
auf  der  Riemann'schen  Fläche  unendlich  wird  für  (0=ak,  y=h]^^ 


wie 


*        J t ^  .  ■  .  -I ~ u         ^ 


.     +  il7Älog(^  —  a^t), 
so  wird  die  rationale  Funktion  von  0  und  y  -^r-  für  0  =  a^., 
y  =  hk  unendlich  wie 

4"'         ,      ,,    4°-^'  „    4^' 

—  n r  (n  —  i) ;; ^ —  2- 


-r 


und  kann  sonst  nur  noch  für  ^  ==  +  1,  +  -  unendlich  werden. 

—        —  yi 
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Dann  gilt  die  Relation 

M,  +  M,  +  M,  +  '--  +  WIn==0. 

Denn  umgeben  wir  die  Punkte  (%;  ^k)^  welche  in  einem 
bestimmten  Blatte  der  Riemann'schen  Fläclie  liegen,  mit 
Ideinen   Kreisen,   welche   nur  je   einen  Punkt   umgeben,  und 

thun  wir  dasselbe  mit  den  Punkten  1,  —  1,  -, ,  so  wird 

— —  in  dem  aussjeschlossenen  Gebiete  der  Riemann'schen  Fläche 
dz  ° 

sonst  nicht   unendlich,   da   TT  stets   endlich   bleibt.     Nehmen 
wir  also  das    /  du  längs  allen  diesen  Kreisen,  so  muss 

Jdn  =  0 

sein     Nun  ist  für  den  Punkt  (a^,  hk) 

ein  nA^^^_ ^_    ,    3 


{z-üj^f-^^  i^-a^y     ^-^k 


dz 
also 


fdn=2  7tiMj,. 


^k 
Für    die    Punkte    0  =  1,   —  1,-, soll    IJ   endlich 

sein,  also  kann  -5—  nur  so  unendlich  werden,  dass,  wenn  a 
'dz  '  ' 

einer  derselben  ist, 

(z  —  a)  2 
ist,   da  sich  y  für   diese  Punkte  nur   nach  gebrochenen  Po- 
tenzen von  {x  —  a)   entwickeln  lässt,  wie  wir  schon  früher 

(S.   168)   sahen.     Würden   in  -^ —  Potenzen    von    der   Form 

et  z 

auftreten,  wobei  m>  1  wäre,  so  würde 


iz  —  a) 

dz  m      1^  m  —  X  ^^  •••     1^  \~\ 

{z  —  af  (Z—cc)     2  ^  ^ 

und 


71=-^ ^^_l_.^=.i i.2A(e—a)i+- 

m  +  1  m-{-l  f)i  m  I  \  /       I 

{Z  —  Cc)     2  i^—cc)^ 


IV.     Integrale  H.  imcl  IIl.  Gattung.  201 

für  0  =  a  uneucllicli;  da  dieses  nicht  stattfinden  soll,  so  muss 
Arn  =  0,  Am  —  1  =  0  ...,  A^  =  0  und  die  gegebene  Form  die 
stattfindende  sein. 
Dann  ist  aber 

fdn=o, 

a 

da  kein  Glied  in  der  Entwicklung  -r^   auftritt,   welches   von 

der  ersten  Ordnung  unendlich  würde. 

Würde  aber  selbst  U  für  0  ==  a  unendlich,  so  sieht  man 
aus  der  Entwicklung,  dass  man  nur  den  Koeffizienten  des 
Gliedes  (0  —  a)~'^  zu  beachten  braucht  und  wenn  dieser  von 
Null  verschieden  ist,  ihn  mit  unter  die  3Ik  aufzunehmen,  um 
die  Richtigkeit  der  weiteren  Schlüsse  nicht  zu  alteriren. 

Daher  ist 

fein  =  27ti{M^  +  ^2  H \-Mn)  =  0, 

d.  h. 

M,  +  M,  +  '"  +  Mn  =  0. 

Würde  also  ein  Integral  U  blos  in  («j,  h^  wie  M^  log(^  —  a^ 
unendlich,  so  müsste  M^  =  0  sein,  d.h.  das  Glied  M-^\og{0  —  a^ 
würde  in  der  Entwicklung  von  II  fehlen,  also  würde  77  nicht 
ein  Integral  III.  Gattung  sein.  Hieraus  folgt  beiläufig:  das 
Integral  einer  rationalen  Funktion  von  0  und  y,  welche  in 
Punkten  der  Riemann'schen  Fläche  nur  so  unendlich  wird, 
dass  der  Koeffizient  der  —  1*®^  Potenz  überall  null  ist,  lässt 
sich  immer  durch  eine  rationale  Funktion  von  Xj  y,  Integrale 
IL  und  I.  Gattung  ausdrücken.  Wir  werden  bald  die  Richtig- 
keit dieses  Satzes  noch  auf  andere  Art  einsehen. 

Das  anfänglich  angeschriebene  Integral 


J(^-a)l/(l-^^)(l-H^ 


^') 


wird  für  0  =  a,  y  =       h  unendlich  wie    ^  log(^  —  a) 


„       „    0  =  a,  y=—h        „  ;,— 7:log(^~ö^) 


und  es  ist  in  der  That 

-  7lf  =  i  — 


^1  +  ^2  =  ^  -  ^  =  0. 
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Als  Normaliutegral  TU.  Gattung  wurde  von  Legiendre 
eingeführt  das  Integral 

z 

Ua  =  r '^'  -  >  (23) 

J  {s''  -  a')y{l  —  s^)  (1  -  y^^'z') 

0 

welches  für 

z  =  +  a,  y  ==  +  1 

s  =  —  a,  y  =  -\-h 

^=  +a,  y  =  —  h 

0=  —  a^y^  —  h 

unendlich    wird    wie    +  ü^^^i^  —  ^)    ^^^P-    i  h^^Si^  +  ^)) 

also  in  vier  Punkten  der  Riemann'schen  Fläche. 
Man  nennt  a  den  Farameter  des  Integrals. 

55,    Ist 

y^  =  Äx"^  +  Bx^  +  Cx^  +  Dx  +  E 

und  B  von  Null  verschieden,  wenn  Ä  verschwindet,  so  dass 
y^  eine  rationale  Funktion  des  4.  oder  3.  Grades  von  x  ist, 
so  nennt  man 

ü=Jf{x,y)dx,  (24) 

wo  f  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y  ist,  ein  allgemeines 
elliptisclies  Integral. 

Wir  beweisen  folgenden  Satz: 

Jedes  ellipUscJie  Integral  von  der  Form  (24)  lässt  sich 
mtrüclcführen  auf  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y,  einen 
Logarithmus  einer  solchen  Funktion,  ein  Normalintegral  L  und 
IL  Gattung  und  auf  Integrale  III.  Gattung  mit  bestimmten 
Parametern. 

Wir  transformiren  vor  allem  R{x)  durch  die  Substitution 

ci  -}-  ßz 

^    —      y    _j_    ÖZ 

in  die  Form 

wodurch  

wird,  wenn  wir 
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ri'  =  P(^)  =  (1  -  02)  (1  _  ^2^2) 
setzen. 

Nun  ist,   wean  ri{2)   eine  rationale  Funktion  von  z  be- 

da  durch 

[■|/p('/)p»+'=p(«)".>/]p(^ 


alle  höheren  als  1®*^"  Potenzen  der  l/P(0)  verschwinden,  in- 
dem sie  als  rationale  Funktionen  von  0  in  die  Funktion  f^ 
eintreten.     Multiplizirt  man  Zähler  und  Nenner  mit 


SO  wird 

f  (.   l/plÄ)  —  D'i  (^)  +  r,  {z)  yW)]  h  (^)  -  r,  {z)  VW)] 
TA^,  Vn^))  —  -  ,.^2^^)  _  r,\z)P{z) 

^E,{z)  +  Ii,{z)VPiz) 
Also  ist 

J  B,{z)      ^j  MMVm 
Das  erste  Integral  ist  von  einer  rationalen  Funktion  von  ^  zu 
nehmen,   also  durch  logarithmische  und  rationale  Ausdrücke 
von  0  darstellbar.    Wir  wollen  es  mit  V(0)  bezeichnen,  so  dass 


ist.     Da  aus 


a  A-  ßz  a  —  yx 

X  =  — V-^  7    ^  — 


y  ^  8z  —  ^  -\-  dx 

folgt,  so  ist 

Y{z)  =  j  1^  d^  =Jr  (x)  dx  =  Fl  {x) 

auch  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  von  x  allein. 

Das  Integral 

^^  rB,{z)P(z)  dz 

behandeln  wir  weiter.     Es  ist 

B,(z)P{z)  _  B,{z)P{z)B,i-z) 
B,{z)  B,{z)B,{-z) 

und    da  It.^{/)Ii.^{ — £)   eine   gerade  Funktion   von   s    ist,    so 
enthält  sie  blos  ß^,  also  kann  man 
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setzen  und 

SO  dass 

_  i\{z')  ^  z^,{z')  dz  _   rz^,{z'')dz         f^,{z')  dz 

J         ^(^')  V      J    ^(^')^     V  ^(^')  n 

wird. 

Im  ersten  Integrale  führen  wir  J  ==  ^^  ein,  wodurch  es  in 


f* ^.,{z^)zdz ^  _  ^  r 


übergeht,   welches   Integral   sich   durch   die   auf  S.    197    an- 

gegebene    Substitution    s  =  -^ r^    als    Integral    aus    einer 

rationalen  Funktion  von  t  darstellen  lässt,  und  mit 


rfci/i-?)(i-^^ö=J- 


^,{^)dt 


bezeichnet  sei.     Durch  die  Substitution  t,  =  s^  wird 

r(s,  1/(1  -  0(i~^?)  =  ^'(«^  'j), 


so  dass 


f/=F(.)+r(«^^)+/|||f 


sich  ergiebt.  Das  letzte  Integral  führt  nun  auf  elliptische 
Integrale. 

Wir  wissen,  dass  die  rationale  Funktion 

gesetzt  werden  kann,  wo  p{Q  und  g(J)  rationale  Funktionen 
von  J  sind  und  erstere  wenigstens  um  eine  Einheit  niedriger 
in  5  als  letztere  ist.  » 

Nun  lässt  sich 

r         rz''dz 
J     n 

durch  eine  rationale  Funktion  von  s  und  vi  und  durch  J  und 
u  ausdrücken,  d.  h.  es  ist 

Ji  =  n{s,  ri)  +  AxJ  +  Billy 
daher  ist 
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wenn  q  eine  rationale  Funktion  von  0  und  y  bedeutet  und  Ä 
und  jB  gewisse  aus  Äz,  Bz  und  a^  , . .  a^  und  z^  zusammen- 
gesetzte Konstanten  sind. 

Was  das  letzte  Integral  anbelangt,  so  führt  dieses  auf 
elliptische  Integrale  III.  Gattung. 

Denn  es  ist 

wenn 

2(J)  =  A(t  -  a/)(S  -  «/)  •••(?-  a„^) 

ist.     Da  p(Q  höchstens  vom   (n  —  1)*^°  Grade   ist,   so   muss 

A,  +  A,  +  A,  +  ---  +  A,  =  0 
sein.     Wenn 

gesetzt  wird,  so  wird 

Jigj  ^^  =  ^^  /j^^(^)  +  A,n^{z)  +  •  ■  •  +  Afl»„(*), 

SO  dass  wir  schliesslich  erhalten 

n 

v^v{^)+r{?%ri)+Q{g,n)+AJ+Bu+'^^A,n,Xz),i2b) 

1 

was  das  ausgesprochene  Theorem  beweist. 
Wenn  man  bedenkt,  dass  aus 

a  -{-  ^Z  et  —  yx 

und  aus 

folgt,  dass  somit  0  und  ?;  sich  rational  durch  x  und  ?/  aus- 
drücken, also  in  den  obigen  Funktionen  jene  durch  diese  er- 
setzt werden  können,  so  ersieht  man,  dass  obige  Funktionen 
in  (25)  ihre  Art  beibehalten  als  Funktionen  von  x  und  y» 
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Wir  sehen  mithin,   dass   wir   das   allgemeine   elliptische 
Integral 


U=ff{x,yR{x))dx 


zu  berechnen   im  Stande  sind,    sobald   wir   die   drei  Normal- 
integrale berechnen  können.*) 


Diess  letztere  wollen  wir  nun  darlegen. 


*)  Hierbei  ist  von  der  Ausführbarkeit  der  algebraischen  Opera- 
tionen, als  z.  B.  das  Auflösen  der  Gleichung  n^^^  Grades  q(^)  =  0,  um 
«j^  •••  a^^  zu  finden,  abgesehen.     Sollte   die   Gleichung   g(^)  =  0   eine 

v-fache  Wurzel  ^  ==  a^  haben ,  so  würde 

m  =  -^"''    ,    ^'"~"    ,     ,  ^'^'   ,  _A_  , 

als   Partialbruchzerlegung  sich   ergeben.     Man   sieht  nun  leicht,    dass 
durch  bekannte  Rekursionsformeln  jedes  der 

Ä^'^       dz 


fi 


{z^'  —  cc^f  n 

auf  die  Normalintegfrale  reduzirt  werden ,  kann. 
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56.    Wir  schreiten  zuerst  zur  Berechung  des  Integrales 
I.  Gattung 

u  =  /V=^^^==  (26) 

0 

unter  der  Voraussetzung,  dass  |  ;«  |  <  l  ist,  was,  wie  wir 
sahen,  durch  eine  passende  Transformation  stets  bewirkt 
werden  kann. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist 

7t 

1  T 

J    )/(l  —  z''){l-y^H-)       J  y  1  —  x^  sin^  cp 
0  ü 

und  (27) 


^r  ^   /  I dz ^    r  dcp 

0  Ü 

reell    und   positiv,    wenn    %    reell    ist.     Für   imaginäre   %   ist 

aber  in 

K^    _  JK' 
K~~    K 

der  Koeffizient  von  i  stets  positiv.  (Vergleiche  die  Note 
S.  180.) 

Setzt  man  nun 

und  konstruirt  die  -ö-- Funktionen  mit  Hilfe  von  C3,  «',  was 
möglich  ist,  da  der  Koeffizient  von  i  in  —  =  i-^  positiv  ist, 
so  kann  man  für  jeden  gegebenen   Wert  von  u 
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berechnen  und  das  Integral  (26)  giebt  uns  umgekehrt  für 
jeden  Wert  von  s  bis  auf  Vielfache  von  4^K  und  2K^  das 
zugehörige  n.  Um  einen  der  Werte  von  ii  in .  eine  konver- 
gente Reihe  zu  entwickeln,  verfahren  wir  folgendermassen. 

Für  Werte  von  0,  die  der  Bedingung  |  z^  |  <  1  genügen, 
wird  die  Reihe 


(l_«2,^)     i_l+l(^^).+  l^(^^)4+...^ 


1.3--2n— 1 


2^    ^     '    2.4 

konvergiren,  und  es  wird 


2  .4  .  ••  2n 


{oiZf'  + 


Jyä 


dz 


0 
sein. 


02)(l_x2^2) 


z 

J  yi  _^2  L     '2        '2.4        ^ 


(a) 


Nun  ist 

2  .4  •••  2w 

2n  — 


z^'^dz 


dz 


13 

wobei 


1  yi  —  72     yi  — 


=  -  «f[G^,(^)yi  -^^], 


2  -4 


2.4---  2n  — 2 


sich  ergiebt. 
Setzt  man 

so  wird 


•,2n  —  l 


(29) 


0«,  == 


1  -3 


2-4 


2n  — 1 


e/     J/  1  —  ^  ty       y  1  —  Z" 


=  O^arcsin^  —  Cn]/!  — 0^  Gn{x)-^ 

eine  Konstante  ist  rechter  Hand  zuzufügen  nicht  nöthig. 

Führt    man    diesen   Wert   des   Integrales    in    die    rechte 
Seite  von  (a)  ein,  und  setzt 
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SO  wird 

CO 

^ arc sin s  -  j/l  -  z"^  CJ n^ " Gn (^) , 


^t 


wo  die  Summe  der  rechten  Seite  wegen  der  Grösse  ^'^^  deren 
Modul  kleiner  als  1  ist,  für  kleine  Werte  von  1 0  \  gut  kon- 
vergirt.  Sie  konvergirt  jedenfalls,  so  lange  |  jc ^  |  <  1  ist^  also 
für  0  =  Ij  und  da  '?r  =  K  wird,  so  folgt 

und  daher 

00 

XI  =  ^-^  arc  sin^  -  l/r=^^a'3('"Ö^«(^)  (30) 

1 


TT 


Aus   dieser   Gleichung   ersieht   mau  nun   auch   die  Viel- 
deutigkeit von  u.   Dieselbe  hängt  nämlich  von  der  von  arcsin^ 


und  ]/!  —  z^  ab.  Behält  die  letztere  ihr  Vorzeichen,  so  ist 
arc  sin^  unbestimmt  um  2;r,  indem 

X  ==  arc  sin^  +  2n7t 

stets  0  ==  sina:  liefert  und  also  ist  u  unbestimmt  um  4K. 
Da  auch 

0 

ist,  so  kann  man 

CO 

u—K=^log{z  -  iVI^J')  —]/Y^7^-CJ%'^Gn(z)  (30a) 

1 

setzen,  woraus  die  Vieldeutigkeit  wieder  ersichtlich,  da  der 
Logarithmus  um  27ti  unbestimmt  ist.  Aus  dieser  Form  er- 
sieht man  aber  auch  einfach  das  Verhalten  von  w,  wenn  an 
Stelle  von  -|-  ]/l  —  ^^  gesetzt  wird  —  ]/l  — 0I     Denn  da 

log  {0  -  i]/Y—J^)  +  log  {0  -f  lyY^j^) 

=  log  {0  -  ^yl  —  0^)  {0  +  iyi  -  0')  ==  0 

ist,  so  folgt,  dass  für  diese  Zeichenänderung 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  14 
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oo 


CO 

\_ni  ^ 

wird,  oder 

u  -  K=-  (ii  -  K), 

d.  li.  bleibt  s  dasselbe  und  wird  für 


eingeführt, 


%B^ 


so  geht  u  überin  tt' =  2K  —  u.    Dies  stimmt  mit  den  S.  178 
gefundenen  Resultaten  vollkommen  über  ein. 

Aenderungen  um  die  andere  Periode  2K^  können  hier 
nicht   auftreten,   da   wir  |;c^|<l    als   Konvergenzbedingung 

aufstellten,  also  z  den  Punkt  -  nicht  umkreisen  kann,  mithin 

ein  Unbestimmtheit  derart  nicht  eintreten  kann,  dass  z  einen 
der  Linie  A^  Fig.  49,   äquivalenten   Weg  beschreibt,   weil  z 

immer  innerhalb  des  mit  der  Länsje    -    beschriebenen  Kreises 

I  M  I 

bleiben  muss. 

Es  lassen  sich  übrigens  Reihenentwickelungen  aufstellen, 
die  dieser  Beschränkung  für  z  nicht  unterliegen,  und  die  für 
jedes  z  konvergiren,  wie  Herr  Weierstrass  in  seinen  Vor- 
lesungen über  elliptische  Funktionen  gezeigt  hat.  Diese  lassen 
auch  die  Unbestimmtheit  von  %i  bezüglich  der  anderen  Periode 
2K^  ersehen. 

57.  Wollten  wir  nun  zur  Berechnung  der  Integrale  IL 
und  III.  Gattung  übergehen,  so  würden  wir  sehen,  dass  wir 
hierzu  die  '^'-Funktionen  für  einen  beliebigen  Wert  von  n  zu 
berechnen  im  Stande  sein  müssen.  Nun  schreiten  die  'O'-Funk- 
tionen  nach  Potenzen  von 

w  K 

7t  i 7t 

fort. 

Man  könnte  nun  diese  Grösse  berechnen,  indem  man  K 
und  K^  berechnet.  Aber  wie  die  Formel  (30)  zeigt,  kon- 
vergirt  die  Reihe  für  K  schlecht,   wenn  %  grösser   als  |-  ist. 
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Man  könnte  eine  ähnliche  Reihe  für  K'  aufstellen,  die 
von  %  genau  so  abhängt  wie  in  (30)  K  von  %.  Ueberdiess 
ist,  da  K'  und  K  von  %  abhängen,  g  blos  eine  Funktion 
von  K  und  es  ist  ein  Umweg,  zuerst  K  und  K'  zu  berechnen 
um  dann  q  berechnen  zu  können.  Es  ist  wünschenswert  g 
direkt  aus  k  durch  eine  hinreichend  konvergente  Reihenent- 
wicklung zu  berechnen.     Diess  wollen  wir  thun. 

Wir  setzen  7i^  =  X  und  stützen  uns  auf  die  S.  100  auf- 
gestellte Formel 


^. 


1  +  2^2 


1 
1 


I        2g^(l  +  2g^  +  2g^  +  ---)  r^\ 

1  +  22  +  22*+22^H ' 

indem  wir  voraussetzen,  dass  in  den  '^-Funktionen 

03  K' 

eingeführt  wurde.  Unsere  Aufgabe  wird  sein,  aus  der  Gleichung 

für  ]/%  den  Wert  q  zu  berechnen. 

Erhebt  man  beiderseits  zur  4.  Potenz,  so  wird 

_    16g(l  +  g^  +  g'^  +  ---)^ 
(l  +  2g  +  2g*...)* 

Für   sehr   kleine   Werte   von   |  q  \    wird,    da   der   Nenner 
nahezu  1  ist,  1 1  \  sehr  kleine  Werte  annehmen,  also  kann  man 
l  =  16g(l  -\-  aq  +  aq^  -\ ) 

setzen.    Aus  dieser  Beziehung  folgt  aber,  dass  in  erster  An- 
näherung für  sehr  kleine  |  q  \ 

q  =  tV^ 
wird,  also  dass  für  kleine  |  A  |  eine  Reihenentwicklung 

q  =  j\Xiil  +  al  +  ßX'  +  -") 
existirt,  die  für  kleine  |  A  |  konvergirt.     Wir  setzen 

q  =  ^-^X[l  +  W)l  (b) 

wobei  ^(A)   die   Potenzreihe   «A  +  j3A^  +  -"   bedeutet,   also 
^(0)  =  0  ist.    Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  ^(A)  auch  noch 

14* 
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für  A  ==  1  konvergirt  und  lauter  positive  Glieder  besitzt^  so- 
bald %  reell  ist^  welchen  Fall  wir  für  das  Folgende  der  Ein- 
fachheit wegen  vorauszusetzen. 

Führen  wir  neben  l'^  =  y%   auch 

■O-n  1 


(1  _  xf^  A"  =  V^c'  =  1;^  = 


«■s 


1  +  2^4' 


ein  und  setzen 

K^  = T-  (c) 

Da  wir  wissen,  dass  für  reelle  Werte  von  %  auch  k  reell 
und  positiv  ist,  so  ist  X^  reell  und  X^  auch  reell  und  kleiner 
als  1. 

Nun  ist 

1  —  X'^        -9-,  —  Q-^ 


1  _{_  r'^      ^3  +  ^0 

und  da 

^3  =  1  +  2g  +  2^*  +  2^9  +  22^6  H \-  2r' 

-»■o  ==  1  —  2g  +  2g^  -  2g^  +  2q}^ (—  l)^2g«' 

so  ist 

&3  -  «-0  =  42[1  +  38  +  2«*  +  .  .  .  +  2*«(«-«  +  .  -  .] 
•9-3  +  «-0  =  2[1  +  2ä*  +  2g'«  +  ■  ■  ■  2g*«'  +  •  •  •],. 

mithin 

^i  _  1  -  (1  -  ;i)^  _  2g(l  +  g^-^  +  g^-^  4-  g^"^"~^^  +  •  •  •)     /     ^ 

Aus  dieser  Gleichung  ersehen  wir,  dass  der  Uebergang  von 
X  zu  Aj  äquivalent  ist  dem  üebergange  von  q  zu  q^,  wie  man 
aus  dem  blossen  Anblick  der  Formeln  (a)  und  (aj  ersieht. 
Nun  ist  für  sehr  kleine  A  der  Werte  (1  —  A)4  nahezu 
gleich  1  und  daher  1  —  (1  —  A)^  oder  A^^  selbst  sehr  klein 
und  es  wird  sich  q  daher  als  eine  Potenzreihe  von  A^  ent- 
wickeln  lassen,    die    mit   A^   selbst   verschwindet.     Nach    der 
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obigen  Bemerkung  aber,  dass  bei  dem  Uebergange  von  A  zu 
Aj  ...q  übergellt  in  g^,  ersieht  man  aus  (b),  dass 

2^  =  ^[l  +  5ß(A,)],    ^(0)=0  {\) 

wird. 

Geht  man  nun  von  A^  zu  Ag  auf  dieselbe  Art  über,  wie 
man  von  A  zu  A^  überging,  d.  h.  setzt  man 

A2  =  S" ,  (^2) 

1  +  (1  -  l,f 

so  muss 

ä<^>'=^[l  +  ?W],    ?(0)=0  (b,) 

und  also,  wenn  man  zu  A^   angelangt  ist, 

ä^"  =  Ji[l  +  ?(A»)]...513(0)  =  0  (b,) 

oder 

K 
4Mogg  =  log  — +  9?(A„), 

log  [l  +  $(A.)]  =  (p(A„) 

setzt,  wobei  9)(A„)  wieder  eine  für  kleine  A«  konvergente  Potenz- 
reihe sein  wird  und 

g)(0)  =  log  1  =  0 

ist.     Aus  (bn)  folgt  nun 


sein,  wenn  man 


logg 


:^log-^  +  -^9)(A„), 


und  da  bei  wachsendem  n,..  A„  stets  kleiner  als  1  bleibt,  also 
(p{ln)  noch  konvergirt,  so  ist 

log  g  ==  lim  [^  log  ^J        .  (d) 

•«=  CO 

Den  Grenzwert  rechter  Hand  berechnen  wir  nun  auf  andere 
Weise.     Es  ist 

l^^^^-^  (e) 

1  +  (1  -  xy 

und 

i  log  l,  =  log  [1  -  (1  -  if]  -  log  11  +  (1  -  A)ä] , 
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also 
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1   dX^ 


dX 

4 

~   {1-X)    i             il-l)    i  ~ 

-1  —  (1  —  XY      1  +  (1  —  rji^ 

dx    (1  -  ;i)~'^" 

2     1  _  (1  _  ;^)T 

dX 

7 

i[i-Ar*[i  +  (i-A)^] 

=  4^i[(i-A)-*  +  (i-^)-i]. 


Da  nun  für  1  ;c  1  <  1  sowohl 


, 3 


(1  _  A)-t  =  1  +  |A  +  .  .  . 
als  auch 

(1  _  A)-i  =  1  +  i^  + . . . 

lauter  positive  Koeffizienten  enthalten,  so  wird  dasselbe  für 

i[(l  -  l)-i  +  (1  -  l)-i]  =  1  +  i^  +  . ..  =  1  +  lt'{l) 

gelten  {^' {l)  eine  Potenzreihe  mit  positiven  Potenzen).  Hier- 
aus ergiebt  sich 

TT^T  +  ^'W'^^' 
also  ist 

\  log  Ai  =  log  A  +  log  c  +  ^{X) , 

wo  ^(0)==0  sein  soll  und  '^^(X)  eine  Potenzreihe  mit  lauter 
positiven  Koeffizienten  ist.  Um  c  zu  bestimmen,  ersehen  wir, 
dass  aus 


/l  =  0 


folgt.     Nun  folgt  aber  aus  (c) 


-  XJ 


;i=o 


1 

"2    L 


1  -  (1  -  l)^' 


und  daher  c  =  \y  somit  dass 

I  log  A,  =  log  I  +  ^(l)  .  .  .  ^(0)  =  0 

ist.  i/>(A)  konvergirt  noch  für  A  =  1,  denn  da  i/;(A)  für  alle 
Werte  kleiner  als  1  konvergirt  und  für  A  =  0  verschwindet, 
so  stellt  sie  stets  die  Funktion 
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-  log  Ai  —  log  - 

dar,  so  lauge  |  A  |  <  1.  Nun  hat  die  ^(A)  lauter  positive  Koeffi- 
zienten und 

-  log  Ai  —  log  -g- 

wird  für  A  =  1  endlich,  nämlicli  gleich  log  8,  also  muss  auch 
^(1)  ==  log  8  sein. 
Da  ferner  aus 

^i=^[l+n(A)] 

folgt,  so  ersieht  man,  dass  auch  £l(A)  lauter  positive  Koeffi- 
zienten besitzt,  0(0)  =  0  ist  und  £l(l)  noch  konvergirt. 
Aus 


und 


folgt 


^logAi  =log4  +  ^(A) 


—  log  16  =  log  2 


Tl«sÄ  =  log^  +  *W. 


Gehen  wir  nun  von  A^  zu  Ag  über,  hiervon  zu  Ag  u.  s.  w. 
so  erhalten  wir  folgende  Reihe  von  Gleichungen 

i  log  ^  =  log  ^  +  ^(AJ 
|log^  =  log^  +  ^(A,) 


1  log  ^  =  log  ^   +  ^(A.- 1)  , 

wo  die  Potenzreihen  rechts  alle  noch  konvergiren  für  A^  =  1. 
Multiplizirt  man  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

.        1         1        JL^  1 

^i     T  '      42  '      4^  *  *  *  An- 
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und  adclirt  sie,  so  erhält  man 


l 


n  —  1 


0 

Die  Summe  rechter  Hand  konvergirt,  wenn  n  ins  Unendliche 
wächst.  Denn  da  | '^  |  ^  1  ist^  so  sind  alle  A^,  Ag . .  .A^  . ..  A«, 
kleiner  oder  gleich  als  1  und  die  Potenzreihen  ^(A„)  konver- 
giren  alle,  sind  also  alle  endlich.  Sei  g  eine  Grösse,  die 
gleich  oder  grösser  ist  als  die  grösste  von  den  il^{l^^j  so 
dass  also 

9  >  I  ^(Ar)  I 

für  alle  v^  dann  wird 

n  —  1  n —  1 


d.  h. 


und  mithin 


0  0 

n  —  1 


3^=^    4 

0 

d.  h.  die  Reihe 


^^V-^uwi, 


0 

konvergirt.     Daher  erhalten  wir 


n=  CO  0 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (d) 

log  ^  ==  log  I^  +  ^^  ^  "Pi^v). 

0 

Nun  ist 

l^  ==  1!  [1  +  ri(A)]    und    ü(0)  =  0, 

0(1)  endlich.     Ebenso 

A,  =  ^  [1  +  £l(A,). 
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Führt  man  in  diese  Reihenentwicklung  für  A^  die  erste 
ein,  so  kann  man,  da  für  |  A  |  ^  1  die  Potenzreihen  konver- 
giren,  das  Resultat  nach  Potenzen  von  A  ordnen  und  erhält 

wo  dl  (A)  konvergirt  für   |  A  |  ^  1. 

Dasselbe  gilt  für  A3...A4...,  alle  sind  Potenzreihen  von 
A,  die  für  |  A  |  ^  1  konvergiren  und  alle  haben  nur  positive 
Koeffizienten. 

Denkt  man  sich  diese  Potenzreihen  in 

einoceführt  und  ordnet  in 


^^  jr^('l^) 


alles  nach  A,  was  erlaubt  ist,  da  alle  Potenzreihen  für  |A|  <  1 
konvergiren,  so  erhält  man  eine  Potenzreihe  iI(A)  mit  lauter 
positiven  Koeffizienten,  so  dass  also 


2. 


-  t(X,)  =  i7(A) 


ist,  und 
folgt. 


log  ^  =  log  -  +  /7(A) 


16 


(d) 


Nun   ist  für 
daher 


1  .  .  .  A^.  ==  1    und    ^(1)  =  log  8 , 


•-   1 
d.  h. 


00  —.  CO 

^^^*W       =  log  8^^  =  ^  log  8  =  log  16, 


;i=i 


77(1)  =  log  16. 

Unsere  Potenzreihe  77(A)  konvergirt  also  auch  für  A  =  1 
und  giebt  in  der  Gleichung  (d)  den  richtigen  Wert  von  q, 
nämlich  log  q  =  0,  also  q  =  1  für  A  =  1. 

Es  ist,  da  ^(0)  =  0  ist,  auch  77(0)  =  0. 
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Aus  (d)  folgt  schliesslich 

2  =  Ae'^W  =  A(l  +  $(A))  (e) 

als  Potenzreihe  von  A,  von  der  wir  nun  wissen,  dass  sie 
nicht  blos  für  |  A  |  <  1;  sondern  auch  für  |  A  |  =  1  konvergirt, 
da  es  n{X)  thut  und  dass  sie  gerade  so  wie  77(A)  lauter 
positive  Koeffizienten  besitzt.  Esist^(0)  =  0  und  ^(1)='15. 
Da  wir  nun  den  Konvergenzbereich  der  Potenzreihe,  also 
die  Giltigkeit  der  Entwicklung  (e)  kennen,  so  können  wir 
auch  die  Koeffizienten  der  Potenzreihe  $(A)  bestimmen. 

Setzen  wir  für  einen  Augenblick  X^  =  y,  so  wird 

2^(1    4-g8_^^24_|_    ..    .) 


y 


1  +  2g*  +  22'*^  + 


und 

(1  +  22*  +  22'«  +  •••)!/  =  22(1  +  2«  +  ä'"  +  •  •  •) 
1  =  ii>  +  ii'  +  a''  +  ■  ■  ■)  y  -  iü'  +  q''  +  ■  ■  ■),     (d) 
also  in  erster  Annäherung 

geht  man  mit  diesem  Werte  in  die  Gleichung  (d)  ein,  so  folgt 

ü-iy  +  (2.*  +  <ii''  +  •  •  Oy  -  (2i"  +  <ii''  +  ■■■) 

oder,  wenn   man  wieder  nur  die  nächste  Annäherung  nimmt, 

1  I      1      5 

Geht  man  mit  dieser  wieder  in  die  Gleichung  ein,  so  findet  man 

und  sodann 

2,  =  1  +  2(1^+15(1)"+  150  (in 

SO   dass  man  durch  analoges  Verfahren  die  Potenzreihe  von 
y  beliebig  weit  fortsetzen  kann  und 

,  =  |  +  2(fr+15(f)'+150(ff+---_      (e) 
oder 

2  =  I  A,l  +  2(^-^)'  +  löi^  +  150@"  +  . . .    (f) 
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erhält,  wobei 

1  +  (1  +  lY 

ist.  Wir  wissen,  dass  unsere  Reihe  für  A  =  1  d.  h.  X^  =  1 
auch  noch  konvergirt  und  gleich  1  wird,  so  dass 

1  =  I- J- 1 -1- 1^  4- 1^  J- . .  . 

sich  ergeben  muss.  Brechen  wir  nun  die  Reihe  (f)  bei  dem 
Gliede 

.  150  (^)" 

ab,  so  werden  wir  dabei  einen  Fehler  machen,  der  desto 
grösser  ist,  je  grösser  A^^  ist,  da  die  Reihe  lauter  positive 
Glieder  besitzt,  daher  am  grössten,  wenn  A^  =  1  ist.  Dieser 
Fehler  ist  aber 

1  _  /'Jl  j_  JL  _4_  1^  j_  }^  —  1?^ 

\2'2^'2^~r  "2^/         ~2^^  * 

Nun  tritt  zu   diesem  Fehler   in  der  Reihe  f  noch  (ii-j 

zu  einer  Potenz,  die  grösser  ist  als  13  ist,  als  Faktor  hinzu, 
d.  h.  der  begangene  Fehler  ist  jedenfalls  kleiner  als 


© 


1\13 

1847         ,  ,13      1847 
oder      Aj^  • -^^, 


2  /       2^^  1  2^ 

was  in  Anbetracht  dessen,  dass  |  A^  |  <  1  ist,  eine  sehr  kleine 
Grösse  ist.  Die  Reihe  (f)  ist  also  eine  sehr  gute  zur  Be- 
rechnung von  g.*) 

Wenn  wir  aber  auf  diese  Art  q  direkt  aus  %  erhalten 
können,  so  können  wir  auch  K  und  K'  einfacher  berechnen. 
Es  ist  nämlich 

K' 

7t  — 

q  =  e       ^, 
also 

TT' 

log  g  =  —  jr  -- 

und 

K'  =  --  log  q.  (g) 


*)  Die  vorstehende  Entwicklung  ist  nach  den  Vorträgen  des  Herrn 
Prof.  Weierstrass  durchgeführt. 
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Kennen  wir  also  JTund  g,  so  ist  K'  auch  gegeben.    Nun 
haben  wir  auf  S.  180  gesehen,  dass 

ist,  und  daher  liefert  die  Gleichung 


V 


^^  =  1  +  2q'  +  2q^  +  2q'  +  2q''  H (h) 


'  den  Wert  von  K,  sobald  q  aus  (f)  bestimmt  ist.  Wir  sehen 
also,  dass  sobald  q  gegeben  ist,  auch  die  Grössen  K  und  K' 
daraus  berechenbar  sind. 

58.  Wir  gehen  nun  dazu,  die  elliptischen  Normalinte- 
grale IL  und  IIT.  Gattung  durch  das  elliptische  Integral 
I.  Gattung  auszudrücken. 

Als  Normalintegral  IL  Gattung  nahmen  wir  nach  Le- 
gendre  das  Integral 


J 


Jvii 


an.  0 

Setzt  man  s  =  sUy  so  wird,  da 

dz 


du  = 


|/(1  —  ^^)(l  —  yi''z^) 
ist, 

u 

J  =Js^udii. 

0 

Wenn  wir  nun  s^u  in  integrabler  Form  durch  die 
-0"  -  Funktionen  ausdrücken,  so  haben  wir  das  Verlangte  ge- 
leistet. 

Wir  haben  auf  S.  125  Formel  32  erhalten 

Beachtet  man,  dass 

d&o(u  -f-  v)  ^  dO'^ju  +  v)  ^  ^  r.       .      X 
du  dv  ov"Ty 

d^         —  dv  ^0  ^**   ~  ^^ 

ist,  wo 
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sein  soll,  so  liefert  die  angesetzte  Gleichung  clurcli  Differen- 
tiation nacli  V 

und  durch  nochmalige  Differentiation  nach  v,  wenn  man  dann 
t?  =  0  setzt  und  beachtet,  dass 

ist, 

oder,  wenn  man  durch  ^Q^d-^^^fi  dividirt, 


1     d^&Qii 


'O'q  u    du' 


1     d  d;.  u 


-^Q  u     du  - 


-&, 


In  andrer  Form  gfeschrieben 


du'       ~"  ^„         <  «  «    /  i  ^<. 


Da  nun 

ist,  so  folgt 
und 
hieraus 
mithin 


^1    =  ^-'^0'^2^3 


'9'j '  'ö'o  TT 


&' 


O  TT  ^2      o,   2  ^ 


'ö'o'ö.t  2^ 


^. 


du''  ^Q 


I  s^n  du  =  —,  ^  u  —     T, 7 — - 

J  V.     ^Q  v."         du 


(a) 


Es  ergiebt  sich  also 


j(„)-=4%^«-A%'" 


X "  '9'q  2* 


tr 


z 


dz 


|/(1  -  0'O(1  —  yi^Z-) 


(31) 
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Hat  man  für  irgend  einen  Wert  von  z  das  zugehörige 
u  berechnet^  so  liefert  die  Formel  (31)  den  Wert  von  J  für 
dasselbe  z. 

Es  ist 

da 

also 

ist,  mithin 


*o(«-|-)==*3("), 

o'(-f)  =  -^«'(l)=^a'(0)=0 


sicli  ergiebt. 

Man  nennt  E  das  ganze  elliptische  Integral  IT.  Gattung 
und  es  ist 


^^  ^0     J  y(i  —  z^){i  —  x^ 


0 

da  für-w  ==  ^  =  K  sich  0  =  1  ergiebt. 

Führt  man  E  ein,  so  wird  (31)  die  Form 

diu)  =  -f^  11 ^    1  ,   . 

annehmen. 

Beachtet  man,  dass 

*„(«  +  a>')  =  -  *o(«> 
also 

d  log  ^'^{u  -\-  co)  '9'o'(^  -h_^  '^o'(m) 

(Z  log  -Ö-o  {u  +  fö')  ^/(it  +  coQ  -9^)' W ^J^ 

du  &q{u  +  «')         "^oW  ^ 

ist,  und  da 

co  =  2K,    m=2K, 

gesetzt  wurde,  so  ergiebt  sich 

J{u  +  4,K)  =  J(ia)  +  4:E 

J(n  +  2  IQ  =  J{n)  +  2^  §  +  ^^.  ^^^) 


V.    Berechnung  der  Integrale  L,  II.  und  III.  Gattung.        223 

Es  ist  also  J{ii)  eine  eindeutige  Funktion  von  u,  welche  für 
0  und  y  unendlicli  vieldeutig  wird,  indem  denselben  Werten 
von  2  und  y  unendlich  viele  ii  von  der  Form 

entsprechen  und  J{ii)  bei  Aenderung  von  u  um  eine  oder 
die  andere  der  Grössen  sich  um 

4.E   oder  2E-^  +  ^ 
nach  (32)  ändert. 

Es  wird  J{ii)  =  oo   für   u  =  ~  =  K^^    da  ^o\Y/  ^^  ^ 

ist.     Das   entspricht   dem  Werte 

0  =  s(K^)  =  oo. 

Da  aber  0  noch  für  den  Wert  2K  -\-  K^  im  Periodenparallelo- 
gramm unendlich  wird,  und 

ist,  so  wird  J(2K-}-  K^)  auch  unendlich. 

Für  u  =  K^  wird  J{i()  so  unendlich  wie  - — ,  also  ein- 


&qU 


fach  algebraisch.     Denn  es  ist 


_  i  [^&^'  +  ^3  ^  +  .  .  .  ]  [1  +  B^  +  .  . .] 


«■oi^  +  YJ 
also  wird  für  v  =  0 


endlich  und  von  Null  verschieden,  daher  auch 

M^  +  f )] 

was  eben  ausdrückt,  dass  J(j()  für 
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«  =  y  =  ^1 

einfacli  algebraisch  unendlich  wird.     Dasselbe  gilt  für 
^,  =  2Z+Zi  =  a9  +  |^-*) 

*)  Es  sind  die  elliptischen  Integrale  II.  Gattung  diejenigen,  welche 
zuerst  von  dem  Mathematiker  Fagnano  (1700 — 1766)  betrachtet  wur- 
den und  später  von  Euler  (1761)  als  eigenthümliche  Transcendenten 
erkannt,  von  Legendre  ausführlicher  studirt  und  alle  derartigen  Inte- 
grale auf  die  drei  Normalintegrale  zurückgeführt  worden  sind.  Das 
Integral   zweiter  Gattung  trat  bei  der  Berechnung  des  Ellipsenbogens 

auf.     Indem  man 

a?  =  a  sin  qp 

y  =  J)  cos  cp 

als  Gleichungen  der  Ellipse  ansetzt,  erhält  man  für  den  von  der  2/- Achse 
aus  gezählten  Ellipsenbogen 


ü 
Führt  man 


0 


Jd(p 
y  1  —  %^  sin^  cp 


und 

z  =  sin  (p  =  SU 
ein,  so  wird 

u 

8  =  a  C{\  —  ii^s^u)du  =  a[u  —  %'^J{u)'], 
0 

also  bis  auf  das  Integral  I.  Gattung  unser  Normalintegral  II.  Gattung. 
Hieraus  entsprang  auch  der  Name  elliptische  Integrale^  den  man  dann 
auf  alle  Integrale  von  der  Form 


ff[x,  yB{x)]  dx 


ausdehnte,  in  denen  f  eine  rationale  Funktion  von  x  und  yii{x)  ist, 
wobei  E{x)  den  4.  Grad  nicht  übersteigt.  Jacobi  führte  (1826)  die 
Umkehr  0  des  elliptischen  Integrals 


dz 

u 


Jv^ 


02)  (1   —-H-'Z'') 

ein  indem  er  dieselbe  als  elliptische  FunMion  von  u  mit 

z  =  sin  am  u 
bezeichnete.     (Vgl.  S,  193.) 
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59.  Wir  schreiten  zur  Berechnung  der  elliptischen  Inte- 
grale IIL  Gattung. 

Wir  gehen  aus  von  der  schon  benutzten  Gleichung  32 
auf  S.  125 

^Q^^oi^  +  u)^Q(a  —  u)  =  ^^^ad-^^u  —  ^^^ad'^hi, 

indem  wir  in  derselben  v  =  a  setzen  und  dann  ii  mit  a  ver- 
tauschen.    Aus  denselben  folgt 

Nimmt  man  beiderseits  den  Logarithmus  und  differentiirt  dann 
nach  a^  so  erhält  man 

'9'o'(a  +  u)  j^  ^o' i'^  —  **)         9  "^o'**^  2v,^sas' as^u        ,,  ^ 

d'^ia  i-ü)  "f"  Q-^ia  —  u)   ~       ~Ö^~  ~    1  —  'A-'s^ccs^u'    ^^ 

Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  fi  von  0  bis  u^  so  wird 

2  f  r        s^udu  ^'a  1    ,       Q-„(a  -\-  u) 

0 

oder  wenn  man  ^ 

/*  dz 


=/i 


|/(1  —  z'){l  —  n'z^) 
ü 

1 

0  =  Sil,     a  = 

setzt^  so  wird 


'0^  «)=J( 

0 


z^dz 


(a^  —  z^)  Ya  —  z''){l  —  Y-H"") 


/%'^s^ccs'^du  sa  r^/ (^  1    1        '^n(o:  +  '2^)n         -/ooN 

^i ¥-T-—  =  ~r~    -^—  u  —  —  log  -—) — -—{  •         (33) 

0 

Dieses  Integral  T{u,  d)  dritter  Gattung  wurde  von  Jacobi 
seiner  leichten  Berechnung  halber  als  Normalintegral  ein- 
geführt. Will  man  das  Legend re'sche  Normalintegral  be- 
rechnen,  so  ergiebt  sich  dieses  einfach  aus  P(?f.,  a).     Es  ist 


dz 
—  ZV    y 


u  0 

z  z 

2     i  ^^ /* 


dz 

y 

ü 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  15 
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P(it,  d)  =  —  a^  n(ii,  a)  —  it 
n{u,  a)  =  -  ^'^  -  '\=-  xH^'alFiii,  a)  +  iq .  (34) 


a 
Daher  ist 

dz 


0 

z 

=  /— —         ^  ,    0  =  Sit ,    a  = =  s(a -jr  ^i)' 


tl 


Die  logarithmischen   ünstetigkeitspunkte  des  Integrals   sind 

ti  =  —  a  -\-  K^ 
und 

II  =  -\-  a  -\-  K,^, 
für  welche 

^q{pc-\-u)    resp.    ^^ia  —  tt) 

verschwindet.     Für  diese  ist 

0  =  s{—  a  +  -^i)  =  —  a 
und 

0  ==  s(a  -\-  K-^)  =  a. 

Wie  man  aus  (35)  ersieht^  wird  das  Integral  III.  Gattung 
durch  Einführung  des  Integrals  I.  Gattung  nur  insofern  viel- 
deutig, als  es  einen  Logarithmus  enthält,  während  es  als 
Funktion  von  0  und  y  noch  unendlich  vieldeutig  ist  in  Bezug 
auf 'Periodenvielfache,  da  einem  0  und  y  alle  Werte 

li  +  mAK  -\-  m^2K^ 

entsprechen,  für  welche  Tliii,  a)  seinen   Wert  ändert. 
Wir  hahen  also  folgendes  Resultat: 

Ist 

./  =  (1-/0(1-^'^') 
und  führt  man 


-r 


d; 

U 

y 


als  unahhängige  Variable   ein,    so   ^verden  z  und  y  eindeidige 
FunMionen  von  u  und  infolge  dessen  auch  alle  rationalen  Funh 
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tionen  von  z   %md  y.     Es  wird  auch  das  unendlich  vieldeutige 
Integral  IL  Gattung 


y 

0 


0 

eine  eindeutige  Funktion  von  u  und  das  Integral  III,  Gattung 

n  =  r ^ 


0 

behält  mir  die  VieldeutigJieü  eines  Logarithmus  einer  eindeutigen 
Funktion. 


15* 


VI.    Das  Additionstheorem  für  die  Integrale 
I.  und  IL  Gattung. 

60.   Wenn  wir 

dz 

u 


r dz _  r 


0  0 

setzen,  so  ergiebt  sich 

^1  =  SU,      02  =  -^^ 

und  nach  dem  Additionstheoreme  für  die  Funktion  s(u-]-v) 

S.  110 

.       ,       V         sucvJv  +  svcuzlu 
sUl  -4-  V)  = ^ — 2 


z,yi  —  z^^  l/l  —  yi^z^'  +  ^2  ■/!  —  ^i'  Vi  —  H'^r 


1  —  V^Z^^Z.^' 


Setzt  man  also  ß^  =  s(if  +  v)  d.  h. 

dz 


ti 


,  /  az 

+  V  =  I  -^ — -. , 

JV{l^z'){l-yi'z^y 


so  kann  man  zufolge  des  Additionstheorems  der  Funktion  s(?r) 
das  Additionstheorem  für  das  Integral  I.  Gattung  folgender- 
massen  aussprechen: 
Ist 


j   V(l-0^)(1-   K^^^)    "^  j   1/(1 


dz 


—   ^2)(1    —   h2^2) 

u  0 

^  r dz 

~l  y(i_^2)(i_«2^2)^  (36) 

0 

so  /^nc?e^  zwischen  0^,  z^^  %  ^^e  Gleichung 


statt. 
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Man  kann  umgekehrt,  wenn  man  die  Richtigkeit  der 
Gleichung  (34)  direkt  beweist,  aus  dieser  das  Additions- 
theorem für  die  doppeltperiodischen  Funktionen  ableiten. 
Dies  that  (1761)  Euler,  Jacob i  (1826)  erkannte  erst  die 
Wichtigkeit  dieses  Satzes  für  elliptische  Funktionen. 

Das  Additionstheorem  für  die  Integrale  IL  Gattung  er- 
giebt  sich  einfach  aus  der  Gleichung  (b)  S.  225;  wenn  man 
in  derselben  v  statt  a  setzt,  lautet  dieselbe  nämlich    - 

'^   ^        '       ^  ^  ^      ^        —  ZK^SUSV 


und  wenn  a  und  v  vertauscht  werden 

Addirt  man  beide  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

^^A  =  |jf  +  |:ü  _  ^^susvsiu  +  V).        (38) 
Nun  liefert  die  Gleichung  (31)  S.  221 

und  mit  Rücksicht  auf  (38) 


1  q-q'u]  ,  ri  0-''        1  ^qV~\  .  /IN 

u §  ^—   +   ~ -^  ^ ä^—   -\-siiSvsiu-\-v). 


also  ist 

J{ii  -{-  v)  ^  J{ii)  +  J{v)  -\-  susvs(it  +  v).         (39) 


YII.    Integrale  doppeltperiodischer  Funktionen. 

61.  Es  sei  F{ii)  eine  eindeutige  doppeltperiodische 
Funktion  von  w,  welche  die  Perioden  o  und  a  besitzt,  die 
wir  unseren  'O'- Funktionen  (S.  58)  zu  Grunde  legten.  Dann 
wird 

V=fF(u)du 

ausgedrückt  durch  doppeltperiodische  Funktionen  mit  den 
Perioden  co  und  (d\  durch  Integrale  L,  IL  und  III.  Gattung. 

Die  doppeltperiodischen  Funktionen  können  alle  durch 
irgend  zwei  mit  denselben  Perioden  rational  ausgedrückt 
werden. 

Der  Satz  ergiebt  sich  sehr  einfach  mit  Rücksicht  auf 
die  in  34  S.  142  erhaltenen  Resultate. 

Nach  Gleichung  II.  kann  man 

m       '"'i — 1 
1         1 

setzen,  wobei 

ist.  Da  ferner  F{u)  eine  eindeutige  Funktion  sein  soll  mit 
den  Perioden  cö,  a,  so  ergiebt  sich  nach  14  S.  70,  dass 

1 

ist. 

Wir  schreiben 

F{n)  =  G  -2iA,, ^^—  ~2^  Ai ä^. 

1  1 

n—l 

l\h  ct^^  log  &,{u-a,) 
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dann  folgt 

1  1 

n—\ 

_  S7  "SI ^'-^'     ^^  ^^ ^^^  ~  '^^ 

1         2 

und  da 


-j  o  *  Qj%{j 


ut 

^  A  0 


0 


ist,  also  auch 


III, 
^J,,  0  log  »,(u-ß)=0 


ist,  wenn  ß  ein  beliebiger  Wert  ist,  so  kann  man  v  auch  in 
der  Form  schreiben 

•"^^  &^  {u  —  CC^)  "^1 

F==  C,  +  Gu  -^'Ä-,  0  log  ^,7n-ß)-  —^'^i,  1  ^0^  "  «0 

1  i».  K^  ^ 

M  —1 

m      i 

~2'2'-^  Z(^'-i)(^t  —  «,-)•  (40) 

1  2 

Nun  ist,  wie  wir  sahen,  Z(^~^)(w  —  a^),  sobald  h'^2 
ist,  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  tt  mit  den  Perioden 
o,  (»',  welche  für  u  =  ai  unendlich  von  der  /i*®"  Ordnung 
wird  und  daher  sich  rational  durch  irgend  zwei  doppelt- 
periodische Funktionen  mit  denselben  Perioden  z.  B.  Z\ii) 
und  Z"  (ii)  ausdrücken  lässt. 

Es  ist  mithin 

n  — 1 

^^^  z('-')(«  - «,)  =  p(z;  z")> 

12' 

wo  ^  eine  rationale  Funktion  der  Argumente  Z',  Z"  bedeutet. 

Z{%i — ai)  ist  ein  Integral  IL  Gattung,  welches  für  ii=  ai 
einfach  algebraisch  unendlich  wird,  welches  sich  aber  stets 
auf  das  Normalintegral  IL  Gattung  ?7(w),  ein  Integral  I.  Gattung 
und  eine  rationale  Funktion  von  Z',  Z"  zurückführen  lässt. 

Aus  den  Formeln  VI  S.  61  ersehen  wir,  dass 
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also  ist 


/ 

ä  log  ^^  {u)  ^     'V  2>^    ,     7r^ 

cZw  <^t«  "^   CO 

und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (31)  S.  221,  dass 

z(»+y)  =  -'''«^(»)  +  ^«-^'  (41) 

ist.     Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

Z(«  +  «;  +  f  )=  -  x^J{u  +  «)  ^  («  +  «)  -  ^' 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (39)  S.  229 

z(«  + « +  y)  =  -  H^/W  +  ^  «  -  '''J'(*')  +  ^'  «^ 

CO  \        i        y 

=    Z  (l*  +    y)    +   Z  (?;   +    y)    +   ^   —   %25^(5^  5(^j  _|_   ^). 

Setzt  man  t? zr  an  Stelle  von  v,  so  wird 

2  ^ 

Z(^^  +  v)  =  z(u+~)  +  Z(v)  +  -* ^-V^.     (42) 

^'^  \'2/'        ^^'ö)         S'ys(w  -\-  v)        ^     '' 

Hieraus  folgt,  v  =  —  ai  gesetzt, 

Z(u  —  ai)  =  Z  (u  +  -^1  —  Z(ai)  -| —  • 

^  ^  \'2/  ^    ^      ^      03  See.      ,         ,  SU 

*    s  a.  -\-  sa. ■ 

^  *   st« 

Nun  lässt   sich  s'^ti  und  —   rational    durch   ZYit)    und 

SU  ^    ^ 

Z" {%i)  ausdrücken,  denn  aus  der  obigen  Gleichung 

d  log  -O-^) (m)  _         ^     ^  V     ^2/  7r^ 

du  du  "^   DJ 

folgt 

Anoj^M  _  ^''  '°g  ^°  ("  +  t) 

C^tt  c2t«^ 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (a)  S.  221 
also  wenn  w —  an  Stelle  von  u  gesetzt  wird, 
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Z'(«)  =  ^--^ 


also 


z' 

'(tt)  = 

--2 

S  U 

1 

»0 

■  — 

■  Z'(w) 

s'«t 

1 

2 

Z"(u) 

st« 

^0 
^0 

-  —  z'(tO 

(43) 


Mithin  ist 

Z(w  —  «,)  =  z(it  +  y)  —  z(«o  +  ^  —  TiiZ'Z"), 

wenn    r^    die    leicht   herzustellende    rationale    Funktion    von 
Z',  Z"  bedeutet.     Daher  kann  man 

^^,-,1  Z(«  -  «,.)  =  ^Z  («  +  1^)  -  5  -  r(Z',  Z") 


1 

setzen,  wenn 


IIb  III 

A  =^ A  X ;  B  =^Ä,, ,  (Z(«,)  -  ^') 

1  1 

m 

•(z',  z")  =  ^4,,  in  (z',  z") 


gesetzt  wird.  Vereinigt  man  nun  die  Konstanten  Cj,  B  und 
r(Z',  2');  q{^'}  ^'0  2^^  einer  einzigen  rationalen  Funktion 
JR(Z',  Z'')  von  Z'  und  Z'',  so  kann  man  die  Gleichung  (40) 
auch  schreiben 

V=jF(tt)du  ^44>) 

=  cu  +  Äz{u  +  ^) -^A.iog^^l^  +  i^rz;  Z"), 

in  welcher  Form  sie  den  Satz  55  S.  202  aussagt. 

Denn  F{u)    ist  als   doppeltperiodische   Funktion  von   it 

mit  den  Perioden   co,  co'  durch  Z',  Z"  rational   ausdrückbar, 

und  da  ,    ,  ,„, 

-=—  =  Z      oder    «it  =  ^ttt 

ist;  so  folgt  ^ 

jF{u)du=J  P(Z\  Z'0|t, 

wo  P(Z',  Z")  eine  rationale  Funktion  von  Z'j  Z"  ist. 
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Die  log  -7^-7 ^    füliren    auf    Integrale   III.   Gattung, 

können  aber  durch  Vereinigung  auch  Logarithmen  rationaler 
Funktionen  von  Z'  und  Z"  geben. 

Die  rationale  Gleichung,  welche  zwischen  Z''  und  Z' 
bestehen  muss,  wird,  da  Z'  von  der  zweiten  Ordnung  un- 
endlich für  u  =  0  wird,  von  der  Form  sein 

(zy  ==  G\Z''  +  BZ'^  +  GZ'^  D), 
wobei  sich  B,G,B  leicht  aus  den  Gleichungen  (43)  bestimmen, 
denn  es  ist 


=  4(l-^)(x^-4-)^- 
0  ist 

(zT=-4(z'+i-|:)(z'  +  .^-f)(z'-|;:), 


welches  die  verlangte  Gleichung  ist. 


Anhang. 

Anwendung  der  Theorie  der  elliptisclien  Funktionen  auf 
Kurven  ^^*^'  Ordnung  mit  ^n{n  —  3)  Doppelpunkten. 


I.    Kurven  dritter  Ordnung. 

1.  Die  Kurven  dritter  Ordnung  zerfallen  in  zwei  wesent- 
licli  verschiedene  Geschlechter.  Die  einen  besitzen  einen 
Doppelpunkt  und  werden  daher  von  jeder  durch  diesen 
gehenden  Geraden  in  einem  variablen  Punkte  geschnitten^ 
dessen  Koordinaten  sich  dann  als  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  darstellen  lassen,  als  welchen  man  den  Parameter 
des  Strahles  durch  den  Doppelpunkt  benutzen  kann.  Um- 
gekehrt muss  jede  Kurve  dritter  Ordnung,  deren  Gleichung 
X  =  Bit),  y  =  -J^iCO  ^s^;  ^^  ^^^  ^  ^^^  ^1  rationale  Funktionen 
von  t  sind,  einen  Doppelpunkt  besitzen.*) 


*)  Jede  Kurve   n^^^  Ordnung,   deren  Koordinaten  rationale  Funk- 
tionen  eines   Parameters    sind,    hat  ^{n  —  i)  (n  —  2)     Doppelpunkte. 

Denn  ist  ihre  Gleichung  x  =  — -J- ,  y  =     \,,   ,  wobei  r,  i\  ,  g  ratio- 

nale  Funktionen  n^^^  Ordnung  in  t  sind,  so  wird  für  einen  Doppel- 
punkt t  die  Werte  t'  und  t"  ^  t'  haben,  während  x  und*  y  dieselben 
bleiben.     Daher  müssen  t'  und  t"  die  Gleichungen: 

r(i')         r{t") 


t'  —  t" 


t'  -  t" 


oder 


.9(0      9(0. 

•r^(i')  _  r^n 

Q{t')  Q{t") 


=  0 


=  0 


t'  —  t 
1 


7-,  [r{t')Q{n-r{t")Q(t')]  =  0 


t  —  t 

befriedigen.  Hiervon  sind  nur  auszuscheiden  die  {n  —  1)  Werte  t ,  die 
ausser  einer  Wurzel  t"  noch  Q{f)  =  0  befriedigen.  Eliminirt  man 
aus  den  Gleichungen  t'\  welches  in  ihnen  ebenso  wie  t'  im  (n  —  i)ten 
Grade  auftritt,  so  erhält  man  G(t')  =  0,  welche  Gleichung  t'  in 
der  Ordnung  (n — 1)-  enthält.  Scheidet  man  obige  (n  —  1)  Werte,  die 
Q{t)  =  0    befriedigen,,   aus,    so    werden    die    {n  —  1)  (»^  —  2)    übrigen 
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Die  Kurven  dritter  Ordnung  oline  Doppelpunkt  bilden 
ein  anderes  Gesclileclit. 

Da  jede  Gerade^  die  durch  einen  Punkt  der  Kurve  geht, 
noch  immer  in  zwei  variablen  Punkten  schneidet ,  so  ist  es 
nicht  möglich,  die  Koordinaten  der  Punkte  der  Kurve  als 
rationale  Funktionen  eines  Parameters  darzustellen;  versucht 
man  es,  so  muss  man  auf  Irrationalitäten  stossen,  wie  wir 
gleich  sehen  werden.  Da  nun  die  irrationalen  Funktionen 
nicht  eindeutig  sind,  so  ist  ein  Rechnen  mit  denselben  nicht 
so  einfach  und  es  ist  stets  vom  Vortheil,  wenn  man  statt 
vieldeutiger  Funktionen  eindeutige  einführen  kann,  selbst 
wenn  diese  einem  höheren  Gebiete  entnommen  sind.  Wir 
werden  nun  sehen,  dass  man  die  Koordinaten  der  Punkte 
der  Kurve  dritter  Ordnung  als  eindeutige  doppeltperiodische 
FtmMionen  eines  Parameters  darstellen  kann,  und  hierdurch 
die  irrationale  algebraische  Funktion  durch  eine  eindeutige 
Transcendente  ersetzt  hat. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ordnung 
hat  die  Form: 

fix,  y)  =  A^y^  +  B^xy'^  +  G^x^y  +  B.y  +  A^x^ 

+  2B,xy  +  C,y'  +  A,x  +  2B,y  +  A,  =  0,       (1) 

dieselbe  besitzt  bei  allgemeinen  Werten  der  Koeffizienten 
keinen  Doppelpunkt,  denn  für  einen  solchen  müsste 

§^^3Ä,i/  +  2B,xy  +  C,x'+2B,x+2ajj+2B,^0 

sein  für  Werte  x,  y,  die  auch  (1)  genügen.  Eliminirt  man 
daher  aus  (2)  und  (1)  die  Koordinaten  x,  y,  so  erhält  man 
eine  Relation  zwischen  den  Koeffizienten  der  Gleichung,  die 
nicht  stattfinden  muss,  sobald  die  Koeffizienten  beliebig  sind. 


(2) 


Werte  t\  welche  G{t')  =  0  machen,  die  verlangten  Gleichungen  be- 
friedigen. Würde  man  aber  t'  eliminirt  haben,  dann  würde  sich 
G{t")  =  0  ergeben  haben,  wo  6^  =  0  dieselbe  Gleichung  für  t'\  wie 
früher  für  t'  wäre,  d.  h.  die  {n  —  i-)  {n  —  2)  Wurzeln  von  G{t')  =  0 
sind  gleichzeitig  Wurzeln  von  G{t")  =  0  oder  die  Wertepaare  t'  und 
t"  geben  ^  {n  —  1)  {n  —  2)  Doppelpunkte  der  Curve  n*^^  Ordnung. 
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Findet  sie  statt ^  so  hat  die  Kurve  einen  Doppelpunkt;  wir 
wollen  diesen  Fall  ausschliessen. 

Setzen  wir  die  Kurve  reell  voraus,  so  sind  in  (1)  reelle 
Koeffizienten  vorhanden.  Ist  a  ein  beliebiger  Punkt  der 
Kurve,  so  wird  seine  Tangente  die  Kurve  noch  in  einem 
Punkte  a  treffen.  Wir  denken  uns  nun  eine  derartige  Pro- 
jektion der  Kurve  gemacht,  dass  die  Tangente  aa  ins  Un- 
endliche fällt  und  die  Punkte  cij  a  in  zu  einander  senkrechten 
Richtungen  liegen,  die  wir  zu  Richtungen  der  Koordinaten- 
achsen nehmen  wollen,  a  soll  auf  der  ä;- Achse,  d  auf  der 
?/-Achse  liegen. 

Um  die  Form  der  Gleichung  einer  so  projizirten  Kurve 
zu  erhalten,  auf  welche  die  allgemeine  Gleichung  stets  redu- 
zirt  werden  kann,  durch  eine  reelle  lineare  Substitution  für 
die  X  und  y,  setzen  wir  in  (1),  in  welcher  wir  die  Koeffi- 
zienten nach  der  Transformation  mit  A'y  B'  .  . .  bezeichnen, 

für  2/ und  ic--~,   —  ein,  und  multipliziren  mit  ^^,  dann  muss 

für  ^  =  0  die  Gleichung 

A^f  +  IS.^xf  +  C,'xhj  +  D,'x'  =  0 

für  ( — j  die  drei  Werte  0,  0,  oo  liefern,  da  die  Gerade  y  =  0 

den  Berührungspunkt  a  der  unendlich  fernen  Geraden  ^  =  0 
enthält,  und  x  =  0  den  Punkt  d.     Es  muss  also 

D/-0,     C,'  =  0,     ^'3  =  0 

sein,  d.  h.  die  Gleichung  einer  reellen  Kurve  dritter  Ordnung 
kann  in  der  Form 

f{x,p)=^B,xf+Ä^'+2B,xy+C,if+A,x+2B,y+Ao = 0  (3) 
angenommen  werden,  in  der  die  Koeffizienten  reell  sind.  Die 
Tangenten  parallel  zur  2/ "Achse  haben  Berührungspunkte, 
deren  Koordinaten  sich  aus 

^§^  =  B,xy  +  B,x  +  C,y  +  B,=^0  (4) 

und  aus  (3)  ergeben.  Berechnet  man  aus  (4)  y  und  setzt 
es  in  (3)  ein,  so  erhält  man 

(Ä,x^  +  Ä,x  +  Ä,)  (B,x  +  C,)  -  (JB,x  +  B,y  =  0,    (5) 
für   die  Abscissen   x   eine  Gleichung   dritten   Grades,   welche 


=  0 
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drei  von  einander  verschiedene  Wurzeln  a^,  a^,  a^  besitzt. 
Denn  würde  eine  Wurzel  x  =  a  Doppel wurzel  von  (5)  sein, 
so  müsste  sie  die  Ableitung  dieser  Gleichung  auch  befrie- 
digen, d.  h.  es  müsste  für  x  =  a  die  Gleichung  (3),  (4)  und 

bestehen  und  da 

dx  dx  '  dy 

ist,  so  müsste 

dy 

sein.    Da  aber  -^ —   nicht  unendlich   ist  für  x  =  a,    sondern 

dy  ' 

null,  so  muss 


=  0 


sein.     Der  Wert  a  = ~-  genügt  aber  fix,  y)  ==  0  nicht, 

also   muss   (-^ — )         =  0  sein,  d.  h.  für  einen  solchen  Wert 
X  =  a  würde 

folgen  oder  die  Kurve  hätte  einen  Doppelpunkt,  für  den 
a?  =  a  sich  ergäbe.  Diesen  Fall  haben  wir  aber  ausgeschlossen. 
Ist  nun  «3  <  «2  <  ß;i,  wenn  diese  Grössen  reell  sind,  und 
«3  die  reelle  Wurzel,  wenn  zwei  konjugirt  imaginär  sind,  so 
nehme  man  die  Gerade,  welche  durch  x  =  a^  parallel  zur 
y- Achse  geht,  zur  neuen  ^- Achse  und  die  durch  den  Be- 
rührungspunkt parallel  zur  ^-Achse  gehende  Gerade  zur 
neuen  ä;- Achse.  Auf  dieses  Koordinatensystem  bezogen  wird 
die  Gleichung  der  Kurve  die  Form  haben 

fix,  y)  =  S,xf  +  C,f  +  2B,xy  +  A,x'  +  A,x  =  0.  (6) 

Die  Gleichung  (5)  wird 

(A2X-\-Äi)(BqX-{-C2)x  —  B2^x^^Ä2B2x(x — a^)  (r^j  —  ^g)  =  0, 

wobei 
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wenn  «^,  a^,  «3  reell  waren  und  a-,^  =  a  ~\-  ihj  a^  =  a  —  ihy 
wenn  a^^  a^  konjugirt  imaginär  waren. 
Der  Punkt  M,  dessen  Koordinaten 


Q. 


y 


B^  ~^^^'     ^  ~~     .  2B, 


sind,  ist  der  reelle  Schnittpunkt  der  Asymptote  des  unendlicli 
fernen  Punktes  der  Kurve  C^  auf  der  ^- Achse  (Fig.  55). 
Die  Koordinaten 


^  =  0,  X  = 


A 

A. 


l 


gehören  dem   dritten   Schnitt- 
punkte L  der  Kurve  mit  der 
ic- Achse  an. 
Wird 

2^ 


m 


l 


gesetzt,  so  wird  die  Gleichung 
(6)  die  Form  annehmen: 


wobei 


q{x  —  m)'if'  +  2xy  +  lx{x  —  ?)  =  0, 


Q 


b\ 


Setzt  man  für  Qy  einfach  y,  so  hat  die  Gleichung  auch  die  Form 

{x  —  m)y^  +  2xy  -\-  l^xi^x  —  V)  =  ^. 
Hierbei  kann  A^   stets   positiv   gemacht  werden,   denn  wäre 
A^  <  0,    so    würde    die   Substitution  x  ==  —  x,  y  =  y  auf 
die  Gleichung 

{x  +  m)y^  +  2xy  —  Xqx{x  -\-  T)  =  0 
führen.     Setzt    man    daher    Xq  =  c^j    so    kann   c   stets    reell 
angenommen  werden,   wenn   die  Kurve  dritter  Ordnung  reell 
ist    und    ihre    Gleichung    kann    daher    stets    auf   die    reelle 
Form 

{x  —  m)y'^  +  2xy  +  c^x{x  —  T)  =  0  (7) 

gebracht  werden  und  es  ist 

c^(x  —  T)  (x  —  m)  —  X  ^  c"(x  —  cij)  (x  —  a^), 

wobei  a^  >  a^  sein  soll,  wenn  beide  Grössen  reell  sind.    Aus 
(7)  ergiebt  sich 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  16 
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—  rc  +  Yx  [x  —  c^{x  —  Z)  {x  —  m)]    } 


y 

^  X  —  m 


—  X  ^  c  y —  x{x  —  a^)  {x  —  «2)         I 

^  x  —  m  ) 

also  y  eine  irrationale  Funktion  von  x. 
Setzen  wir  aber 


(8) 


Y  =  ]/—  X  {x  —  aj)  {x  —  «2) 
und 


w 


X 

__  jdx 


SO   wissen  wir,   dass   x  und    Y  eindeutige  doppeltperiodische 
Funktionen  des  Argumentes  ^v  werden,  dass  also 

X  =  (p  (w) ,     Y  =  ifj  (^^O? 
mithin  auch 

y  =  0(w) 

eine  eindeutige  doppeltperiodische  Funktion  von  tv  wird. 

Um    eine   bekannte   Form  dieser  Funktion   zu    erhalten, 
braurchen    wir   nur  tv   auf  die  Normalform  zu  transformiren. 

2.     Wir  setzen 

a  4-  ßz 
und  haben  die  Transformation  dadurch  bestimmt,  dass 


/'               dx                  .      (u  —  Un)         C  dx 

—  m  -^ —  ==  I  -- 
y-x{x-a,){x-a,)               «  J  1/(1  -  s')  (1  -  ^'^') 

Xo  0 

übergehen  soll,  also  nach  S.  192,  dass  den  Werten 

X  =  Oj    «2,         %,  00 

die  Werte 

^  =  1,  — , ,  —  1 

entsprechen  sollen. 

Hieraus  ergiebt  sich  vor  allem 
/i  —  x\2 «2 

und 


yä,  -j-ya. 
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also  für  reelle  %  und  a^  reell  uiid  kleiner  als  1;  für  kon- 
jungirt  komplexe  %  und  a^  aber  von  der  Form  i%^,  wo  %^ 
reell  ist.     Setzt  man  nun 


X  = 

-N, 

1 
T 

+" 

~z' 

also 

X  — 

a 

9 

so  folgt  für  s 

^  —  1 AT  i^ 


^2  =  ^1  tjtt  =  ~  ^iiT^^  '^-  ^^-  ^1  ^  "^  l^'^i'^^; 


da  ferner 

_  nrr      1   -\-  -HZ 

^  ^2  "^^  -^3     1      I     ^ 

sein  muss,  so  folgt  aus  diesen  für  ic  =  0  und  ^  =  1 

«2«!   =  JV2JV3  — ^— 

Daher  ergiebt  sich 

—  x(x  —  aj  {x  —  «2)  =  <Xia2  [ya^  +  ya^r  (1  _|.  ^^3 — ■ 

und  wenn 

«1^2    (y^   +  1/^2)^  =   ^ 

gesetzt  wird,  da  es  für  eine  reelle  Kurve   stets  positiv  ist, 

so  wird 

b     ]/(l  —  z^)  (1  —  yi^z'') 


Y  ==  ]/  —  x{x  —  «i)  (;2;  —  %)  =  — 


c  (14-  ^)' 

und 

—  ;   (10) 


oder 


aw  =  u  —  Uq^ 
wenn 

dz 


a 


J   1/(1-^^ 


2  c  y'a^  «2  J    1/(1  —  '^^)  (1  —  't^'^") 


0 

dz 


^2)  (1  —  %'^^2) 
ü 

16* 
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gesetzt  wird,  und  0^  der  Wert  ist,   welcher  x  =  x^j  Y 
entspricht.     Dann  ist  aber 

cuJu 


Z  =  SU, 


r=± 


also 


X 


y 


=  —  l/aia^  Y 


SU 


-j-  SU 


cu 


c  (1  +  suy  ^ 


cu  -\-  2aGJu 


1  +  Sil 


(1  —  Sil)  + 


m 


V^ 


(1  +  su) 


(11) 


Diese  Gleichungen  kann  man  noch  etwas  trän sfor mir en.  Da 
X  ^  m,  y  =  n  die  Koordinaten  des  Punktes  M  (Fig.  55) 
sind,  dem  ein  Wert  u  =  ^  entsprechen  soll,  so  muss 


m 


=  —  V(^i 


a. 


1  —  s^ 


n  =  — 


2     1  +  S(l 

cyb  eil  -j-  1ac/^\i 


1  -\-  s\i 


(1  -  Sil)  + 


m 


sein;  nun  giebt  die  erste 


l/% 


(1  +  Sil) 


m 


{1  +  S^)+     l-5ft)  =  0. 


d.  h.  die  zweite  würde  n  =  oo  geben,  wenn  nicht 

Cft  4"  2acJ^  =  0 
wäre.     Da  n  endlich  ist,  so  muss  also 

1  -\-  Sil 


2ac  = v-   ^nd   — 


sein.     Dann  nehmen  die  Gleichungen  (11)  die  Gestalt  an; 

1  —  SU  /^    \       \ 

(12) 

cu  CUZJfl  —   Cfl/JU     i.  -i-  tifl  ^/    \ 

y 


X  =  —  l/a^ 


a 


cuJu,  —  cuJu    1  4-  SU,  -j-f  N 

1  -f-  SU  su  —  Sil  ^11  ^    ^ 


Es  bietet  weiter  für  uns  kein  Interesse  diese  Funktionen 
von  u  in  solche  von  w  zu  verwandeln.  Da  die  Gleichungen 
(12),  resp.  (11)  die  Gleichung  (8)  oder  (7)  identisch  erfüllen 
für  alle  Werte  von  ^i,  sobald  nur  %  aus  der  Gleichung  (9) 
bestimmt  ist,  so  haben  wir  in  (12)  die  Koordinaten  der 
Kurve  dritter  Ordnung,  deren  Gleichung,  ohne  die  Allge- 
meinheit   der  Kurve    zu    beeinträchtigen,    in    der  Form    (7) 
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angenommen  werden  kann,  als  doppeltperiodische  Funktionen 
eines  Parameters  dargestellt. 

3.  Die  Form  der  Gleichungen  (11)  oder  (12)  erlauben 
auch  den  Verlauf  der  Kurve  dritter  Ordnung  C^  zu  über- 
sehen. Wir  setzen  die  letztere  reell  voraus,  also  in  (7) 
reelle  Koeffizienten,  und  unterscheiden  zwei  Fälle. 

I.    «1,  €12   sind   reell,   %  also  reell  und  kleiner' als  1.     Die 
Periode  AK  ist  reell,  2iK\  rein  imaginär. 

Die  Gleichungen  (11),  in  denen  j/a^ag,  2ac,  m  reelle 
Grössen  sind,  zeigen,  dass  x  und  y  nur  dann  reell  sind, 
wenn  su  ,  c^ii  und  cii^ii  gleichzeitig  reell  sind.  Ein 
Blick  auf  die  Figuren  26,  S.  135  lässt  uns  erkennen, 
dass  diess  nur  der  Fall  ist  für  reelle  Werte  von  u 
und  II  —  iK\  Umgekehrt  müssen  sich  für  ii  reelle 
Werte  oder  solche  von  der  Form  u  -\-  iK'  (ti  reell) 
ergeben,  wenn  x  und  y  (d.  h.  der  Punkt  der  Kurve) 
reell  sind. 

In  diesem  Falle  besteht  also  die  Kurve  dritter  Ord- 
nung aus  zwei  getrennten  Zügen,  von  denen  der  eine 
reellen  Werten  ti,  der  andere  Werten  u  -j-  iK  (u  reell) 
entspricht. 

Da    der    Punkt    M  (Fig.  55)    x  =  m,    y  =>  n    ein 
reeller  Punkt   der  Kurve  ist,   so    ist  ^  oder  ^  —  iK' 
reell. 
II.    a^,  «2  sind  konjugirt  imaginär,  %  ist  rein  imaginär,  K 
reell  und  K^  =  2K  -\-  iK\  K'  wieder  reell. 

Die  Figuren  27,  S.  138  lehren  uns,  dass  su^  c^u 
und  cu/lu  nur  reell  sind  für  reelle  Werte  von  u,  dass 
also  die  Kurve  in  diesem  Falle  nur  aus  einem  reellen 
Zuge  besteht,  dessen  Punkte  den  reellen  Werten  von 
u  entsprechen. 

^  muss  in  diesem  Falle  reell  sein. 
Da  die  Funktionen  (p(ii)  und  ^(ii)  blos  reelle  Kon- 
stanten enthalten,  so  werden  Werten  von  u  von  der  Form 
%t  +  iiC  und  II  —  iiC  auch  konjungirt  imaginäre  Werte  von 
(p{ii)  und  ^{li)  entsprechen,  d.  h.  die  den  Argumenten 
li  -f-  in"  und  ?t'  —  in"  entsprechenden  imaginären  Punkte 
von  Og  liegen  auf  einer  reellen  Geraden. 
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4.  Wir  können  die  Null-  und  Unendliclikeitsp unkte 
der  Funktionen  (p(u)  und  0(11)  leicht  angeben  und  dann 
diese  Funktionen  direkt  durch  '0'- Funktionen  ausdrücken. 

Es  wird 

(p{tt)  =  00  für  ti  =    Ky     K 

(p(u)  =  0      y,    u  =  SK,  3K. 

Jede  dieser  Stellen  ist  eine  doppelte. 

^(it)  wird  00  für  u  =  3K  und  2K —  ^ 

0(11)      „      0      ,y    li  =     K    „     —  ^. 

Der  Wert  tt  =  3K  ist  für  ^(ti)   nur   eine   einfache  Unend- 
lichkeitsstelle,  denn  es  ist 

CU  1   —  SU 

1  -j-  SU  CU 

und  CU  wird  für  u  ==  3K  einfach  null. 

Bezeichnet  man  mit  &i{t(),  02W?  ^sC^O?  ^oW  ^^^  ^^^^ 
Thetafunktionen,  welche  die  Gleichungen  I,  S.  58  definiren, 
wenn  man  statt  (o,  co'  einführt,  Sl  =  4:K  und  Sl'  =  ^Kiy 
wobei  K  und  K^  die  Bedeutung  haben,  die  wir  ihnen  S.  175 
zu  Grunde  legten,  so  wird 


X  =  0{u)  =  —  j/%a 


X  =  0(ii)  ==       A 


I  • 

wo  A  eine  Konstante  ist,  die  sich  für  u  =  0  bestimmt. 
Führt  man  also  homogene  Koordinaten 

/y»       •    /y       •    /v*       ———>     /y    •    /)/    •      I 

ein,  so  kann  man 

■^.(«-f)T4'-f+«) 


u 


QX^ 


©1  [u 


SP. 

~4 


'^]H 


2 
p. 


&,  (u  +  ^) 


\      (13) 


it  —  —  +  fi 


setzen,  wo  die  ©^-Funktion  den  Gleichungen 
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Tti 


(14) 


(15) 


gemäss    sich    verhält.     Die    Konstanten    Äj^,   A^    bestimmen 
sich  leicht. 

5.     Setzt  man  überhaupt 

Tti 

Tti 

2  y 

QX^  =  A^®^(u  —  /3J  @^(u  —  ß^)  @^{'it  —  ß^)e     ^ 

^^3  =  A^®^(u  —  y^)  @,{u  —  ^2)  0i(w  —  ^3) 
und 

^1  "f"  ^2  ~t"  ^3  ^^  ^ 
ft  +  Ä  +  A  -  /3 

7i  +  ^2  +  73  ==  7; 
so  sind  unter  der  Bedingung 

a  =  y  -{-  ^'Sl  —  ^iSl'       \ 

ß  =  y  +  v'Sl  —  vSl''')  j 


(15a) 


die    Quotienten    -^  und  -^    doppeltperiodische    Funktionen 

x^  x^ 

von  II  mit  den  Perioden  ii,  ^\  wenn  @i(tt)  den  Gleichungen 
(14)    genügt.     (Siehe    Satz    16,     S.    76.)      Folglich    besteht 

zwischen   —^   und  — ^  eine  rationale  Gleichunsf,  die  den  dritten 


tAjty  t/Vo 


'0; 


Grad  nicht  übersteigt.     Denn  ist 

\  ^3  X^  / 

diese  Gleichung,   so   wird   dieselbe   durch  die  doppeltperiodi- 


schen Funktionen 

u 

^  =  will)  =  -^  01  {i^  —  cCj)  &1  {u  —  c^,)  @i  (u  —  cc^)  ^2^*72'"' 


Jbo 

identisch  erfüllt. 


a?3  ^  ^         A.,    @,  {^o  —  yi)  ©1  (^«  —  yg)  ©i  {u  —  y^) 


*)  Führt  man  statt  u  .  .  .  u'  +  i  7  ßi^  >  so  wird  a/  "^  ^i  —  i  7» 
|3/  ==  ß^.  —  I  y,  y.'  =  y.  —  ^  y  und  daher  a=cc  —  y  =  (i'Sl  —  (iSl', 
ß'  =  ß  —  y  =  v' Sl  —  vSl'  nnd  y'  =  0,  so  dass  die  Annahme  y  =  0 
keine  Beschränkung  ist. 
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Ist  nun 

ax^  +  hx^  +  CX2,  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden,  so  wird 

^(it)  ==  aq)(u)  +  h0(it)  +  c 

eine  doppeltperiodische  Funktion  von  ii  der  dritten  Ordnung 
sein,  die  für  u  =  y^y  y^^  y^  unendlich  v^^ird,  und  die  also 
auch  für  drei  Werte  u  =  u^^  U2,  Ug  verschv^indet,  d.  h.  die 
Koordinaten 

~  =  ^M>   9^W;   9^W 


•^3 


_^=  ^(u,),  ^(u,),  0(%) 
genügen  sowohl  der  Gleichung  der  Kurve 

als  der  Gleichung  der  Geraden 

d.  h.  jede  Gerade  schneidet  die  Kurve  nur  in  drei  Punkten. 
Setzt  man  nun 


3/ 


mit  neun  willkürlichen  Konstanten  Ä,  13,  C  an,  so  kann  man 
diese  so  bestimmen,  dass  die  doppeltperiodische  Funktion 
9.  Ordnung 

eine  Konstante  wird.  Denn  1(11)  wird  für  u  =  yi  unendlich, 
so  zwar,  dass 

X.                  Jf.                N.  - 

%  M  =  7 ^3  +  / ^  H 1-  P-\ POS.  Pot.  (u — yi) 

wird,  wo  Xj,  il/j,  Ni  lineare  homogene  Funktionen  der 
A,  Bj  C  sind.     Setzt  man  nun  ^  =  1,  2,  3  und 
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L,  =  0,  X^  =  0,  X3  =  0  ] 

i\r  =0,  J\^2=0,  iV3  =  oJ 

so  erhält  man  für  die  neun  Konstanten  Ä,  JB,  C  neun 
Gleichungen,  in  denen  sie  linear  und  homogen  vorkommen. 
Von  diesen  neun  Gleichungen  ist  eine  der  letzten  Folge  der 
übrigen.  Denn  bestimmt  man  die  acht  Verhältnisse  der  neun 
Konstanten  aus  den  acht  ersten  Gleichungen,  so  wird  die  so 
bestimmte  doppeltperiodische  Funktion  %(ii)  nur  mehr  für 
u  =  ^3  einfach  unendlich  werden  können.  Da  aber  nach 
Satz  14,  S.  71  eine  solche  Funktion  sich  auf  eine  von  u 
unabhängige  Konstante  reduziren  muss,  so  ist  auch  JV^  =  0 
erfüllt.     Wird  also  %(it)  =  C  gesetzt,  so  folgt 

als  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die 
Gleichung  (15)  dargestellt  wird. 

Für  spezielle  Werte  von  ai,  ßi,  yi  kann  es  sehr  einfach 
gelingen,  die  rationale  Gleichung  aufzustellen.     Ist  z.  B. 

^      2  ß  r,      2>^   —    ^'  r.      2Sl   -[-    a' 

Pl  —  ^  7    P2  —  —  3  ;    Ps  —  3 


2ß  2^4-  ß'  2ß  —  ß' 


also 


ß  =  —  2Sl 

7=       0 


und  setzt  mau 

^/       2ß\„/       2ß+ß'\  „  /       2ß-ß'\  .^ 

e«3=  &l(u)&i{u—^)   &i{u+~)  =93(»); 


(16) 


so   kann   man   die   Gleichung   der  Kurve   dritter  Ordnung   in 
rationaler  Form  durch  folgende  Betrachtungen  aufstellen. 
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Es  ist 


ffä 


und 


(ii)  =  (p^  [tt  +  ^)  =  (p^  (tt  ~  ^^ 


(Pi(u  +  ^)  =  ~  cp^iii) 
(p^iu -{- Sl)  =  ~  (p^(u) 
(Ps{u  +  Sl)  =  —  cp^{ii) 


9>i 


(17  a) 


wobei 


27ti 


=  1 


(17  b) 


£  =  e 
ist.     Ferner  ergiebt  sich 

9>i(—  *0  =  —  9^2  W 

9^2  (—  ^0  ==  —  9^1 00 

9^3(— ^)  =••  —  9^3W-^ 
Vermöge  der  Gleichungen  (17  a)  erkennt  man,  dass 

^AA        [yi  (^0]'  +  [^2(^)1^  +  [^s(u)Y 

y,{U)   =  7-^; 7— r >  -T 

^^   ^  qPiW  92(«*)  9P3W 

eine  doppeltperiodische  Funktion  mit  den  Perioden  iß  und 
l-Sl'  ist.  Dieselbe  kann  nur  unendlich  werden,  wenn  eine 
der  Funktionen  q^i(ti)  verschwindet.     Es  ist  aber 

9^1  (^0  "^  ^  ^^^  ^^  "^ 

9^2  W  =  o 

9^3^0  =  0 


u 


2Si 

2iJ    ,     ß' 
3    "1       3    ' 

2.ß 

ß' 

3    ' 

3 

3 

2ß 

2ß         ß' 

3             3    ' 

2ß 

Sl' 

3    ' 

3 

3 

r\ 

ß' 

ß' 

0, 

3 

3 

tt  = 

und   für   die   um   ganzzahlige  Vielfache   von  Sl,  Sl'  verschie- 
denen   Werte    von    ic.     Von    diesen   Werten    fallen    aber    in 

das   Parallelogramm  Sl,    —-   nur  w  =  0,  u  =  -^ ,    u  =  —— , 

also  kann  %(u)  nur   für  diese  Werte  unendlich  werden.     Es 
ist  aber 


9i(0)  =  -<P2(0),  93(0)  =  0, 
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wie  aus  den  Gleichungen  (17  b)  folgt,  also  verschwindet  für 
u  =  0  auch  der  Zähler  von  x(tf,)  und  da  der  Nenner  nur 
einfach  null  wird,  so  wird  %(0)  nicht  unendlich  gross  sein. 
Es  ist  auch 

'P^{f)  =  0,  9,,  (-1)  =  -  y,  (j5.) 

•Pi  {~3r)-^'  f^  \-Yl  =  -  «Ps  \~y)  ' 

d.  h.  %{ii)  wird  auch  für  u  =  —  und  ii  ==  —  nicht  unend- 
lieh  und  muss  daher  eine  Konstante  C  sein. 


Diese  ist  von  Null  verschieden,  denn  setzt  man  u  = 
so  wird,  wenn  man  beachtet,  dass 


Sl 


ist, 


-'(!)  + ^-'(f) 


9^3 


(f)-Kf)      KDJ 


-d) 


+2 


''»  (y)  ' 


(18  a) 


also  eine  endliche  ganz  bestimmte  Grösse. 
Es  besteht  somit  für  alle  u  die  Identität 

[9'i(«0]'+  [^W]^  +  Wi{^)f  —  «ViW  %(«)  %(«0  =  0, 
d.  h.  die  Gleichung; 


/y    ö        I        /VI    ö        I        /y    O    /'/y     /y>     /y  ,    /| 


(18) 


wird  durch  die  Werte  von  X-^^xx^'X^  aus  (16)  identisch 
erfüllt  oder  (18)  ist  die  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung, deren  Koordinaten  in  (16)  als  doppeltperiodische  ein- 
deutige Funktionen  von  ii  dargestellt  sind. 

Die  Argumente  der  6)^- Funktion  sind  so  gewählt,  dass 
für  die  reelle  Kurve  dritter  Ordnung,  für  die  5i  reell,  i^' 
entweder  rein  imaginär  oder  von  der  Form  \^  -\-  Sl^  ist, 
wo  5ii'  rein  imaginär  ist,  reellen  Werten  von  u  reelle  Punkte 
der  Kurve  entsprechen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  IV 
(S.  61)    folgt,    dass    im   ersten  Falle   auch   Werten   von   der 

Form  u -\- — ,   wo   u  reell  ist,  reelle  Punkte  der  Kurve  zu- 

gehören.     In  diesen  Fällen  ist  auch  c  reell. 
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Die  Kurve  dritter  Ordnung,  deren  Gleichungen  die 
Form  (15)  liaben,  kann  einen  Boppelpunld  nicht  besitzen. 
Denn  hätte  sie  einen  solchen  und  vp^ären 

Cl-i  OC-i     "T —    da  OCn  Clo  OCo    ^^^-^    yJ 

irgend  zwrei  durch  denselben  gehende  Gerade,  also 

a^x^  +  «2^2  +  %^3  —  ^{biOC^  +  ^2^2  +  ^3^3)  =  ^  (^) 
die  Gleichung  des  Strahlenbüschels,  der  durch  ibn  geht,  so 
würde  jede  Gerade  desselben  die  Kurve  nur  in  einem  Punkte 
treffen,  d.  h.  für  jeden  Wert  von  l  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung  der  Kurve 

/  [X-^  ,  ^2  7  ^3 )  """^  ^ 
und  der   Gleichung  (A)   nur   ein   bestimmtes  Wertepaar  von 
-^   und    -^    und    also   aus   (15)   nur   ein  bestimmter  Wert 

von  Uy  da  dieser  den  Punkten  der  Kurve  eindeutig  zugeordnet 
ist"^).  Das  heisst  aber,  die  eindeutige  doppeltperiodische 
Funktion 

1  = 


a^  (p  {u)  -f-  «2  ^  ('^)  ~\~  ^?, 


nimmt  jeden  Wert  X  nur  für   einen  Wert  von  %i  an,  wäre 
also    eine   doppeltperiodische   Funktion   erster  Ordnung,    die 
aber   nach   Satz   14,    S.  71   nicht   existiren  kann,    wenn   sie 
sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduzirt. 
6.     Es  seien 

^  =  1^  =  9 W,  2/  =  -^  =  ^W 
die  Gleichungen  (15)  der  Kurve  dritter  Ordnung 

f  (^,  y)  =  0, 

und 

sei  die   Gleichung  einer    beliebigen  Kurve  n^'  Ordnung,   in 


tJü4  -,      t^t.; 


*)  Da    -^  und  -^    doppeltperiodisclie  Funktionen    mit    den  Pe- 

rioden  4^=  ß  und  2Ä'i  =  ß'    sind,    so   lassen   sich  8{u)   und  8  {u) 

rational   durch  — ^  und  — ^  ausdrücken  und  durch  die  Werte  von  s(w) 

und    s'(^t)    ist    das    Argument    u   bis    auf   ganzzahlige   Vielfache    von 
Perioden  bestimmt. 
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der  also  wenigstens  ein  Glied  n^^^  Dimension  vorkommen 
muss.     Die  Funktion 

wird  eine  doppeltperiodische  Funktion  mit  den  Perioden 
^j  Sl'  wie  q)(ti)  und  0(tt)  sein,  ihre  Ordnung  ist  3n,  denn 
sie  wird  für  u  =  y^^  y^y  y^  je  von  der  w*^^  Ordnung  unend- 
lich, da  ein  Glied  von  der  Form  x^y'^~^  in  F{x,  y)  auf- 
treten muss. 

Es  wird  also  %{%i)  auch  für  ?>n  Werte  von  w.  u^y  ii2,..^hn 
verschwinden,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  jeder  Wert  Ujcy 
für  den  nicht  blos  %{u),  sondern  auch 

verschwindet,  als  /^-facher  Nullpunkt  gezählt  wird,  da  in  ihm 
j(,(ti)  h-m.3i[  verschwindet. 

Für  jeden  Wert  «r,-,  für  den  x{ui)  =  0  ist,  ergeben 
sich  nun 

Xi  =  q){ui),  Vi  =  ^{ni) 

als    Koordinaten    eines    Punktes    von    /"==  0,    die    auch    der 

Gleichung 

F{x,y)  =  F{sp{ti\^{u))  =  0 

genügen,  d.  h.  die  auch  auf  der  Kurve  F{Xj  y)  =  0  liegen. 
Für  jeden  Wert  Uk,  für  den  %{uk)  /^-mal  verschwindet,  wird 
F(x,  y)  =  0  die  Karve  f(Xj  y)  =  0  in  h  aufeinander  folgenden 
Punkten  schneiden,  der  Punkt  zählt  also  als  soviel  Schnitt- 
punkte beider  Kurven,  als  ih,  in  die  Reihe  it-i^,  u^  .  .  .  ihn 
eingeht. 

Da  %{%i)  für  II  =  yi,  y2,  y^  ^^^  j^  ^^^  ^®i'  "^^^  Ordnung 
unendlich  wird,  so  muss  nach  Satz  15,  S.  72 

%{j^  +  %  +  ^%  +  '  •  •  +  W3„  '^^ny  (mod.  »ß,  iß')         (A) 
sein. 

Es  ist  nun  wichtig  die  Umkehr  dieses  Satzes  zu  be- 
weisen, d.  h.:  Hat  man  3?^  beliebige  Argumente  w^,  ii^...,  ihn, 
welche  der  Gleichung  (A)  genügen,  so  liegen  die  ihnen  ent- 
sprechenden FunMe  der  Kurve  dritter  Ordnung  stets  auf 
einer  Kurve  n^^^  Ordnung.  Denn  legt  man  durch  die  3n — 1 
Punkte,    denen    die   Argumente  u^y  u^.-.Uzn—i   entsprechen, 
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eine  Kurve  n^^^  Ordnung^  was  stets  möglicli  ist,  [da  diese  durch 
\n{n  +  3)  Punkte  bestimmt  ist  und  ^n(^^  +  3)  >  on  —  1 
ist,  sobald  n  >  2  für  n  =  2  und  n  =  \  ist,  aber 
\n{n  -j-  3)  =  ^n  —  1],  so  wird  dieselbe  die  Kurve  dritter 
Ordnung  noch  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden,  dessen 
Argument  li    der  Gleichung  genügen  muss 

ii^-\-U2-\ \-  ihn-i  +  w'  =  n7  +  Ä;ß-[-^i2'(Ä;,yt'ganzeZahlen) 

und  da  zwischen  ii^  .  .  .  tHn—i,  %«  die  Kongruenz  (A)  besteht, 
so  folgt  aus  derselben  und  der  eben  hingeschriebenen  Gleichung 

WO  l,  l'  irgend  welche  ganze  Zahlen  sind.  Da  aber  (p{ii) 
und  Q{ii)  die  Perioden  ^  und  Sl'  besitzen,  so  ist  der  Punkt, 
dessen  Argument  ii  ist,  derselbe  wie  der,  dem  das  Argu- 
ment 11^  n  zukömmt. 

Sollen  also  drei  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  ist 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 
ihnen  zukommenden  Argumente  der  Bedingung  genügen 

M^  +  ^2  +  %  ^  J^  (mod.  iß,  i2). 
Soll  also  eine  Gerade  die  Kurve  dritter  Ordnung  in  drei  zu- 
sammenfallenden Punkten  schneiden,  so  wird  das  Argument 
dieses  Punktes  gegeben  sein  durch  die  Gleichung 

Dil  =^  y  -\-  V ^  -\-  V  £l\ 
wo  Vj  V    irgend  welche  ganze  Zahlen  sind. 

Also  folgt 

1         ,     vSlA-vSl' 


'^v^ 


3  '^      '  3 

Da  man  it  um  ganze  Vielfache  von  Perioden  vermehren  oder 
vermindern  kann,  ohne  einen  anderen  Punkt  der  Kurve 
dritter  Ordnung  zu  erhalten,  so  hat  man  v  und  v  nur  die 
Werte  0,  1,  2  beizulegen  und  erhält  im  Ganzen  neun  Werte 
von  w,  denen  also  neun  Wendepunkte  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung entsprechen. 

Ist  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Formel  (16)  ange- 
nommen, dann  ist  ^  ==  0,  also  die  Argumente  der  Wende- 
punkte sind  in  der  Form 

II  Sl  -4-  fi  Sl' 
^°  3      — 

enthalten,  d.  h.  u  =  0  ist,  ein  Wendepunkt. 
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Die  neun  Wendepunkte  liegen  dann  auf  den  drei  Seiten 
des  Fundamentaldreieckes  und  zwar  auf 


a?i  ==  0  die  Wendepunkte  mit  den  Argumenten  -;r-?  ^ ? 


2ß     2ß  +  ß'    2ß-f2ß' 
~3" 


■^2  '-^     V  7?  }}  }}  ■  ?7  •         "^ß"^  3         ^  3 

^3        '^    J7  ?;  V        jy  ;?  ^  3  '  3    ' 

Für  diese  Darstellungsform  wird  die  Bedingung  (A)  die 
Form  haben 

w^  +^2  +  * "  *  +  ^^3«  ^  ö  (mod.  i^,  iß').  (A) 

Man  kann  nun  leicM  einsehen,  dass  jede  Gerade,  welche 
durch    zwei  Wendepunkte   geht,  noch   einen   dritten   enthält, 

18-9 
dass  es  also  —  •  — r—  =  12  solcher  Geraden  giebt  und  dass  zu 

jeder  Geraden,  die  drei  Wendepunkte  trägt,  sich  noch  2 
andere  zuordnen,  die  die  6  übrigen  Wendepunkte  tragen,  so 
dass  wir  4  Dreiecke  haben,  deren  Seiten  je  alle  9  Wendepunkte 
tragen.  Das  Fundamentaldreieck,  auf  das  die  Kurve  durch 
die  Gleichung  (18)  bezogen  ist,  ist  ein  solches  WendepiinMs- 
dreieck. 

7.  Nimmt  man  die  Darstellung  (13)  oder  (12),  von  der 
wir  wissen,  in  welcher  Beziehung  sie  zur  reellen  Kurve  dritter 
Ordnung  steht,  so  ist 

also  die  Argumente  der  WendepunJ^te  sind 

fi  +  K     ,     v4.K  4-  v'2K. 

**  =  -  "^  +  — ^ 

oder 


3      '  3  '     ^'  3  ^     3 

3        ""•       3"^  3         '       3~    '    "T"'  3        '      3    "^      3" 

3  ^     3    ^  3  '3'3^  3""'3~'~3, 

und  für  drei  Punkte,  die  auf  einer  Geraden  liegen,  muss 

U^  4~  ^^2  +  %  ^eIK ^  ^EE  —  (/^  +  K) 

sein. 

Ist  also 


(S) 
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I.    Die  Kurve  zweitheilig  und  ^  reell,  daun  sind  die  Wende- 
punkte mit  den  Argumenten 

S      '  3         '      3   ^  3         '      3 

reell,  alle  übrigen  sind  imaginär  und  zwar  zu  Folge  der 
Bemerkung  auf  S.  245  sind  die  Wendepunkte  mit  den 
Argumenten 

3         "1"  ^    3    '  3         ~r  ~3~  "•     ^~3~' 

3— +  -3-  +  ^-T- 

konjugirt  imaginär  zu  den  Wendepunkten 

3  ^    3    '  3         "T"     3  ^T"' 

3        +    3  ^^~ 

und  liegen  dalier  mit  je  dem  darüberstehenden  auf 
einer  reellen  Geraden,  die  durch  einen  der  reellen  Wende- 
punkte geht.  Diese  drei  Geraden  bilden  das  einzige 
reelle  Wendepunktsdreieck. 

Ist  aber  ^  —  iK'  reell,  dann  werden  die  Wendepunkte, 
deren  Argumente  in  der  dritten  Zeile  von  (S)  stehen,  reell, 
denn  diese  kann  man  schreiben: 

fi-i-K-  JK'              ,          ft  +  g-  iK'  ,       4A- 
ö h  ^^  ; — 7, h  ^^  +  -^ ; 


3 


IL-^K-iK'    ,     .^,    ,    8K 


,3  '     ^-      '       3 

Die  Wendepunkte,  deren  Argumente  in  der  ersten 
und  zweiten  Zeile  von  (S)  stehen,  werden  wieder  kon- 
jugirt imaginär,  da  man  die  der  ersten  Zeile  schreiben  kann 

3  ^3^  3  ^'3"  +  ~3~' 

fi  +  K—iK'         .K'         SK 

3 '-F  +  -S- 

und  die  der  zweiten  Zeile  die  Form  haben 

__  fi-i-  K—  JK'    ,     .^     _  ii-\-  K—  JK         .K'        4.K 
3  "1"  ^  3  '  3  ~T"  ^~3~  "•    ~3~' 

_  i^  +  -g  -  JK'         .K'         8K 
3        ~         S    "I"    3    * 
Diese  liegen  wieder  mit  dem  dritten  reellen,  dessen 
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Argument  in  derselben  Kolonne  in  S  steht,  auf  einer 
reellen  Geraden.  Diese  drei  Geraden  bilden  das  einzige 
reelle  Wendepunktsdreieck. 

Die  drei  reellen  Wendepunkte  liegen  auf  einer  Ge- 
raden, deren  zugehöriges  Wendepunktsdreieck  imaginär 
ist,  indem  nur  noch  die  gegenüberliegende  Ecke  reell 
ist,  da  man  leicht  erkennt,  dass  die  imaginären  Seiten 
desselben  konjugirt  sind,  denn  zu  jedem  Wendepunkte 
der  einen  imaginären  Geraden  liegt  der  konjugirte  auf 
der  anderen. 
IL  Ist  die  Kurve  eintheilig,  4 j^  reell,  2K^  =  2K-\-  iK' 
und  K'  auch  reell,  dann  ist  ft  reell  und  die  Wendepunkte, 
deren  Argumente 

3      ^  3  '       3   '  3  '       3 

sind,  sind  die  einzigen  reellen.  Die  anderen  sind  kon- 
jugirt imaginär  und  zwar  sind  die  mit  den  Argumenten : 

!Ji-\-K    .     12K     ,     .2K' 

3-  +  -^  +  '-r 

konjugirt  denen,  deren  Argumente  in  der  letzten  Zeile 
stehen,  die  die  Form  annehmeu  (wenn  man  2Kj^  subtrahirt) 

3       "^    3  -       ^   3    '  3  3     ""  ^~3~' 

(i-i-K        .2K' 


Je  zwei,  deren  Argumente  hier  untereinander  stehen, 
liegen  also  mit  einem  der  reellen  Wendepunkte  auf 
einer  reellen  Geraden  und  diese  drei  Geraden  bilden  das 
einzige  reelle  Wendepunktsdreieck. 

Die  Gerade,  welche  die  drei  reellen  Wendepunkte 

trägt,  gehört  zu  einem  imaginären  W^endepunktsdreieck, 

von  dem  noch  die  gegenüberliegende  Ecke  reell  ist. 

Es  sind  also  von  den  neun  Wendepunkten  einer  reellen 

Kurve  dritter  Ordnung  stets  drei  und  nur  drei  reell  und  von 

den  vier  Wendepunktsdreiecken  ist  eines  stets  ganz  reell,  dessen 

Seiten  jede  durch  einen  der  reellen  Wendepunkte  gehen. 

BoBEK,  eil.  Funktiouen.  17 
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8.  Setzt  man  zwischen  den  Argumenten  ti  und  v  die  Be- 
ziehung fest 

ti  =  -\-  V  -\-  c, 

wo  c  eine  beliebige  Grösse  ist,  so  wird  jedem  Punkte  der 
Kurve  dritter  Ordnung  ein  anderer  in  ganz  bestimmter  und 
eindeutiger  Weise  zugeordnet.  Die  Beziehung  ist  auch  ein- 
deutig umkehrbar.  Soll  umgekehrt  zwischen  den  Punkten 
einer  Kurve  dritter  Ordnung  eine  ein -eindeutige  Beziehung 
bestehen,  so  muss  zwischen  den  Parametern  derselben  die  Re- 
lation u  =  ^v  -\-  c  statthaben.  Denn  wäre  u  =  av  -{-  c^  so 
würden  dem  Punkte,  dessen  Argument  v  -\-  ^Sl  -{-  ^' ^'  ist, 
alle  Punkte,  deren  Argumente  u  =  av  -\-  a(^^  -{-  ^' Sl')  -f-  c 
entsprechen;  sollen  alle  nur  ein  bestimmter  Punkt  sein,  so 
muss  a  eine  ganze  Zahl  sein.  Dann  folgt  aber,  dass  dem 
Punkte,  dessen  Argument  tt  ist,  alle  Punkte,  deren  Argumente 

—(u-\-v^-\-vSl'  —  c)==v  sind,  entsprechen,  d.  h.  die  Punkte 

mit  den  Argumente  n—(u  —  c)  4-  - — ^^^ —  und  diese  sind 

a^  verschiedene  Punkte,  wenn  v,  v  alle  ganzen  Zahlen  durch- 
laufen. Sollen  also  auch  diese  nur  einen  Punkt  geben,  so 
muss  a^  =  1,  d.  h.  a  =  +  1   sein. 

Diese  eindeutige  Transformation  der  Curve  dritter  Ord- 
nung in  sich  ist  keine  lineare  bei  beliebigem  c.  Denn  sind 
■y^  ^  «;2 ,  ^3  die  Argumente  dreier  beliebiger  Punkte  der  Kurve 
dritter  Ordnung,  welche  auf  einer  Geraden  liegen,  für  die  also 

^1  +  ^2  +  ^2  ^  y 

ist,  so  wird  für  die  entsprechenden  Punkte  itj,  U2,  %  die  Kon- 
gruenz bestehen 

^1  +  ^2  +  *%  =  +  r  +  ^^'? 
d.  h.  die  Punkte  liegen  bei  beliebigem  c  nicht  auf  einer  Ge- 
raden.    Setzt  man  aber  für  die  Transformation 

S  -'-u^       V  ~\-  Cj     c  == '—^ —  ? 

für 

2y     ,     iu,ß  -f  11' Sl' 

T..^u  =  —  V  +  c,     c  =  -^  + 

dann  wird  für  beide 

t^i  +  %  +  u^ 


3     ■  "  ^ 
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folgen  aus 

^1  +  ^2  +  «^3  =  r, 

d.  h.  drei  Punkten^  die  in  einer  Geraden  liegen,  werden  drei 
Punkte  entsprechen^  die  wieder  in  einer  Geraden  liegen,  die 
Transformation  ist  also  dann  in  der  Ebene  der  Kurve  eine 
lineare  (eine  Kollineation),  welche  die  Kurve  ungeändert 
lässt.  Da  fi,  ^'  in  beiden  Formeln  nur  Werte  0,  1,  2  an- 
zunehmen brauchen,  um  alle  Werte  c,  die  zulässig  sind,  zu 
erschöpfen,  so  haben  wir  18  Kollineationen  der  Ebene,  welche 
die  Kurve  dritter  Ordnung  in  sich  überführen  (die  Identität 
S '"  c  =  0  mit  gezählt).  Andere  giebt  es  nicht,  wie  man 
leicht  ersieht. 

Da   die  Argumente    der    Wendepunkte    Wv^v^   durch    die 
Kongruenz 

tvv,  v'  =  jy-i ^ (v,  1/  ==  0,  1,  2) 

gegeben  sind,  so  wird  die  Transformation 

u  =  v  + -^ — 

den  Wendepunkt  v  =  Wr^-t,'  in  den  Wendepunkt 

tV^^;i'  =jy  +  — (yl  =  ^  +  V,   A=^+v) 

transformiren  und  die  Transformation 

«  =  _«  +  -  +  — ^i^ 

den  Wendepunkt  v  =  tVr^  v  in  den  Wendepunkt 

w^^ ^'  =  j7-\ ^ {^  =  ^—  V,  Q   =  ^  —v) 

überführen,  d.  h.  diese  Transformationen  verwandeln  das  System 
der  neun  Wendepunkte  in  sich  selbst,  wie  es  ja  von  vorn 
herein  klar  ist,  dass  durch  Kollineation  ein  Wendepunkt  nur 
in  einen  Wendepunkt  übergeführt  werden  kann. 

Da  aus 

T •"  u  =  —  V  -\-  c 
die  Relation 

11  -{-  V  -\-  (y  —  c)^  y 

folgt,  so  liegen  die  entsprechenden  Punkte  der  Kurve  dritter 
Ordnung  mit  dem  Punkte,   dessen  Argument  y  —  c  ist,    auf 

17  ^A- 
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einer  Geraden,  und  die  Transformation  T  ist  die,  welche 
durch  ein  Strahlenbüschel,  dessen  Scheitel  auf  der  Kurve 
liegt,  bewirkt  wird. 

Wendet  man  zwei  Transformationen  T  hintereinander  an: 

T^...  V  =  —tu  +  C2, 
so  wird  das  Resultat  einer  Transformation  S: 

11  =  w  -\-  (c^  —  C2). 
Führt  man  also  eine  gerade  Anzahl  von  Transformationen 
T  hintereinander  auf  einen  Punkt  aus,  so  gelangt  man  stets 
zu  einer  Transformation  S. 

Eine  Transformation  S  mit  einer  T  kombinirt  giebt  eine 
Transformation  T;  denn  ist  für 

T^  ...  u  =  —  V  -{-  c^ 

und  für 

S^  •  "  V  =  w  -\-  C2, 

so  wird  das  Resultat  der  beiden  Transformationen 

tl  ==  —  w  -}-  {c^  —  Cg) 
eine  Transformation  T  sein.  Daher  giebt  eine  ungerade  An- 
zahl von  Transformationen  T  hintereinander  ausgeführt  wieder 
eine  Transformation  T.  Die  Transformation  S  wiederholt 
anö-ewendet  giebt  nur  Transformationen  von  derselben  Art  S. 
Für  jede  Transformation  T  giebt  es  vier  Punkte  der 
Kurve  dritter  Ordnung,  welche  mit  ihren  entsprechenden  zu- 
sammenfallen, denn  soll  u^v  sein,  so  wird 

2u  -\-  (y  —  c)  ^  y 

sein  müssen  und  also 

c     ,    vSl  -\-  v'Sl' 

U  =  -^-] 2 ' 

d.  h.  u  hat  die  vier  Y/erte 

-^c,   -^^  +  Y^   ¥^  ~f~  Y^    2^  "•         2       ' 
zufolge  der  Kongruenz 

2u  -\-  {y  —  <^)^7 
ersieht  man  aber,  dass  diese  vier  Punkte  Tangenten  besitzen, 
welche  durch  den  Punkt^  dessen  Argument  {y  —  c)  ist,  hin- 
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durch  geljen  und  da  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Kurve 
an  dieselbe  nur  vier  Tangenten  gehen*),  so  sind  die  vier  zu- 
sammenfallenden Punkte  der  Transformation  T  diejenigen, 
in  welchen  die  Geraden  des  Büschels,  welcher  die  Transfor- 
mation T  hervorbringt,  die  Kurve  berühren. 

In  S  können  zwei  entsprechende  Elemente  nicht  zusammen- 
fallen, da  aus  itE^v  auch  c  ^  0  folgen  würde,  also  S  die 
Identität  wäre.  Die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
hüllen  im  Allgemeinen  eine  Kurve  6.  Klasse  ein,  die  3.  Klasse 
wird,  wenn  c  eine  halbe  Periode  ist.  [Vergl.  Harnack,  Math. 
Ann.  Bd.  IX,  S.  96.] 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass  die  neun  Kollineationen 

involutorische  CentralkoUineationen  mit  einem  Wendepunkte  als 
Kollineationscentrum  sind,  deren  KoUineationsaxe  die  harmo- 
nische Polare  des  Wendepunktes  ist,  d.  h.  die  Gerade,  welche 
die  Berührungspunkte  der  drei  vom  Wendepunkte  noch  an  die 
Kurve  gehenden  Tangenten  enthält.  Diese  Gerade  muss  daher 
jeden  Strahl  durch  den  zugehörigen  Wendepunkt  so  schneiden, 
dass  der  Schnittpunkt  den  Wendepunkt  harmonisch  trennt 
von  den  zwei  andern  Schnittpunkten  des  Strahles  mit  der 
Kurve. 

Kombinirt  man  irgend  zwei  dieser  centralen  Kollineationen, 
so  erhält  man  eine  Kollineation  S,  für  die 

u  =  v  +  "^ '—- — 


*)  Denn  soll  die  Tangente    eines  Punktes  u   duvcb.    den  Punkt  v 
gehen,  so  muss  2w  -j-  ^  =  7  sein,  d,  h.  tt  kann  nur  die  vier  Werte 

haben.    Vergl.  des  weitern:    Harnack,  Mathematische  Annalen,  Bd.  IX, 
S.  1.     Ist  der  Punkt  v  ein  Wendepunkt,  also 

1        ,    vSl  4-  v'Sl' 
3  ^  ~  3 

so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  einer  der  vier  Punkte  mit  ihm  zu- 
sammenfällt, und  dass  die  drei  übrigen  dann  auf  einer  Geraden  liegen. 
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ist,  also  im  Ganzen  die  acht  Kollineationen  der  zweiten  Art, 
wenn  man  die  Identität  weglässt. 

9.  Die  Gleichung  (1)  S.  238  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt  enthält  neun  willkürliche  Konstan- 
ten. In  den  Gleichungen  (15)  S.  247  muss  die  gleiche  Anzahl 
auftreten,  hier  erscheinen  sie  aber  in  ausserwesentliche  (dem 
Koordinatensystem  anhaftende)  und  wesentliche  getrennt. 

In  erster  Reihe  treten  die  zwei  Konstanten  A^:  A^'.  A^ 
und  sieben  willkürliche  Grössen  «j,  ßi^  yi,  auf,  da  zwischen  den 
letzteren  die  zwei  Gleichungen  (15a)  stattfinden.  Führt  man 
aber  in  (15)  u  -\-  c  statt  u  ein,  so  kann  man  einer  von  den 
eben  erwähnten  neun  Konstanten  einen  beliebigen  Wert  bei- 
legen, ohne  die  Form  der  rationalen  Gleichung  der  Kurve 
zu  alteriren.  Wir  haben  also  acht  willkürliche  Konstanten, 
welche  auf  die  Gestalt  der  rationalen  Gleichung  der  Kurve 
Einfluss  haben,  und  mit  Hilfe  deren  wir  acht  Konstanten 
der  letzteren  willkürliche  Werte  (innerhalb  gewisser  Gren- 
zen) beilegen  können.  Diese  acht  Grössen  haften  dem  je- 
weilig gewählten  Koordinatensystem  an,  und  ändern  sich  mit 
der  Wahl  dieses.  Die  a^,  ßi,  yi  sind  geradezu  die  Werte  des 
Parameters  u  -{-  c  für  die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  dem 
Fundamentaldreiecke  und  die  Ai  bestimmen  den  Einheits- 
punkt des  Koordinatensystems.  Geht  man  nun  von  einem 
Fundamentaldreiecke  zu  einem  anderen  über,  so  hat  man 
durch  die  lineare  Transformation  der  Koordinaten  acht  Kon- 
stanten zur  Verfügung,  die  also  im  Allgemeinen  hinreichen, 
um  den  obigen  acht  Konstanten  Ai,  «j,  ft-,  yi  vorgegebene 
W^erte  zu  ertheilen. 

Als  neunte   wesentliche  Konstante  für    die   Kurve   tritt 

die  Grösse  -^  auf,  von  welcher   die  0^- Funktion    allein  ab- 

oll 

hängt,    und    die    durch    die    linearen    Tranformationen    der 
x^,  x^,  Xq  ungeändert  bleibt. 

Man  kann  daher  den  Ai,  ai^  ßi,  yi  die  Werte  geben,  die  sie 
in  den  Gleichungen  (16)  haben,  und  weiss  dann,  dass  die 
Gleichungen  (15)  in  diese  durch  lineare  Transformation  der 
Koordinaten  übergehen.  Das  Fundamentaldreieck  für  die 
Gleichungen  (16)  ist  ein  Wendepunktsdreieck  und  da  es  deren 
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vier  giebt,  so  kann  man  die  Gleichungen  einer  Kurve  3.  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt  auf  vier  verschiedene  Arten  auf  die 
Form  (16)  bringen.  Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  vt^ird  die 
Form  der  rationalen  Gleichung  stets  (18)  sein.  Da  es  aber 
nur  ein  vollständig  reelles  Wendepunktsdreieck  giebt  (das  in 
(16)  zu  Grunde  gelegt  wurde),  so  kann  man  nur  auf  eine 
ganz  bestimmte  Art  die  Gleichung  einer  reellen  Kurve  3.  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt  durch  eine  reelle  Koordinatentrans- 
formation auf  die  Form  (18)  bringen,  in  welcher  dann  c 
sowohl  als  das  Koordinatendreieck  x^  =  0,  x^  =  0,  x^  =  0 
reell  ist. 

Die  einzige  auftretende  Konstante  c  kann  durch  lineare 
Transformation  nicht  beliebige  Werte  für  eine  gegebene 
Kurve  annehmen,  sie  ist  die  einzige  wesentliche  Konstante  der 

Kurve,  ihr  Zusammenhang  mit  ^,  der  früher  als  solche  er- 
kannten, ist  durch  (18  a)  gegeben. 

Die  Gleichung  (18)  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  bei 
allen  Kollineationen ,  welche  die  Kurve  3.  Ordnung  in  sich 
verwandeln,  ungeändert  bleibt. 


IL  Kurven  n^^""  Ordnung  mit  -^n{n  —  3)  Doppelpunkten. 

10.    Hat  eine  Kurve  n^^^  Ordnung 

F{x^,x^,x^)==0  (1) 

\n(fi  —  3)  =  ^  Doppelpunkte^  so  kann  man  durch  diese  und 
n  —  3  feste  Punkte  derselben  Kurven  n — 2*^^  Ordnung  legen, 
von  denen  noch 

\{n  -l){n  +  2)  —  in{n  —  3)  -  (?^  ~  3)  =  2 
Punkte  beliebig  sind,   und   von   denen  jede  auch  durch  An- 
nahme von  zwei  Punkten  im  Allgemeinen  bestimmt  ist.    Sind 

daher 

(Piipo^,  X2,  x^)  ==  \J 

9^2V'^l?  ^^2;  '^sJ  ^^^^  ^ 

die  Gleichungen  von  drei  beliebigen  Kurven  (?i  —  2)*^^^  Ord- 
nung, welche  durch  die  d  Doppelpunkte  und  die  (n  —  3) 
festen  Punkte  gehen,  und  die  keinem  Büschel  von  Kurven 
(n  —  2)*®^  Ordnung  angehören,  d.  h.  zwischen  denen  bei  kon- 
stanten X^j  /I2,  A3  die  Identität 

A,-^fPl  (^u  X^y  X^J  -f-  ^2^2  \^1)  '^2)  ^3)      1      A3  9^3  (^15  ^2?  '^Sy  ^^  ^ 

nicht  bestehen  kann,  so  ist  es  möglich,  die  Gleichung  einer 
jeden  Kurve  (ji  —  2)*^^  Ordnung,  welche  durch  die  d  Doppel- 
punkte und  die  (n  —  3)  festen  Punkte  geht, 

(p{x^,X2,Xg)  =  0 

in  der  Form 

9?(^i,  X2y  Xq)  ^  liq)i (^1,  X2^  x^)  -f-  ^292(^1?  ^2)  ^3)  .^. 

"T     ^3  9^3  [Xif  X2,  x^)  =  U 

darzustellen,  und  umgekehrt  wird  jede  Kurve  der  (ji  —  2)*^" 
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Ordnimg,   deren  Gleichung  von  der  Form  (2)  ist,   durch  die 
d  Doppelpunkte  und  {n  —  3)  festen  Punkte  gehen. 
Setzt  man  nun 

f*b3  ^^^  9^3(^1?  ^2;  ^3) 

und  lässt  zwischen  den  Koordinaten  x  die  Gleichung 

F{x^,x^,x^)=^0  (1) 

bestehen,  so  wird  jedem  Punkte,  dessen  Koordinaten  x^,  x^y  x^ 
die  Gleichung  (1)  befriedigen,  ein  bestimmter  Punkt,  dessen 
Koordinaten  1^,  ^2,  ^3  sind,  entsprechen.  Durchläuft  also  der 
Punkt  X  die  Kurve  F  =  0,  so  wird  der  Punkt  |  eine  ge- 
wisse Kurve 

/•(l„l„y  =  o  (4) 

durchlaufen.  Eliminirt  man  x^,  x^,  x^j  ^  aus  den  Gleichungen 
(3)  und  (1),  so  erhält  man  eine  Gleichung 

^(^17  §2;  bs)  ^^  ^  ? 

die  den  rationalen  Faktor  f{^i,  I2?  I3)  enthält,  der  gleich  Null 
gesetzt,   eben   die  Gleichung   der  Kurve   giebt.     Diese  Kurve 
ist  von  dritter  Ordnung. 
Denn  ist 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene,  in  welcher 
die  Kurve  f=0  liegt,  so  entspricht  dieser  in  der  Ebene  der 
Kurve  JP=0  eine  Kurve  (w  —  2)*^^  Ordnung  vermöge  (3), 
.deren  Gleichung 

ist,  und  diese  schneidet  ausser  in  den  Doppelpunkten  und 
den  festen  Punkten  die  Kurve  F  =  0  nur  in 

n  (n  —  2)  —  2d  —  (71  —  3)  =  3 

Punkten,  die  mit  yl^ ,  Ag ,  A3  variiren,  die  sich  also  von  Kurve 
zu  Kurve  ändern.  Diesen  drei  Punkten  von  F  =  0  ent- 
sprechen aber  drei  Punkte  von  /"=  0,  die  auf  der  beliebig 
angenommenen  Geraden  liegen. 

Die  Gleichungen  (3)  transformiren  also  in  rationaler  ein- 
deutiger Weise  die  Kurve  n*^^  Ordnuug  i^  =  0  in  die  Kurve 
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3.  Ordnung  /"=  0,  so  dass  jedem  Punkte  von  J^=  0  ein  be- 
stimmter Punkt  von  f  =  0  entspricht.*)  Lässt  man  den 
Punkt  X  die  Kurve  F  =  0  durchlaufen^  so  wird  |  die  Kurve 
f=0  durchlaufen,  und  wenn  man  auf  dem  einen  oder  anderen 
Zuge,  der  F  =  0,  in  einen  Doppelpunkt  gelangt,  wird  man 
zu  verschiedenen  Punkten  der  Kurve  /==  0  kommen. 

Da  nun   durch   einen  Punkt   |    der  /*  =  0    ein   Büschel 


Denn 


*)  Es  könnte  ein  Zweifel  für  die  festen  Punkte  und  die  Doppel- 
punkte entstehen,  da  für  diese  alle  cp  verschwinden,  aber  auch  diesen 
entsprechen  bestimmte  Werte  des  Verhältnisses  | 
setzt  man 

Ss  »3  '^S  i)S 

so  werden  die  Formeln  (2)  auch  in  der  Form 


1  = 


n 


geschrieben  werden  können.     Es   sei  nun  für  einen   der  festen  Punkte 
£C  =  a?i ,  y  =  yi,  für  die  also 

qPi(^i,2/i'  1)  =  0»    92(^1»  2/i.  1)  =  0,    9)3(^,2/1,  1)  =  0 
ist,  dann  ist  aber 

I  =  r^iC^»  2/^  ^)] 
Lq)^(x,y,l)J 


y=yL 


Lqp3(aJ,  2/,  l)i=a;i  " 


2/ =2/1 


wo 


d(p,        d(pi  dy 
dx         dy  dx 

-.dx         dy  dx- 

~d(p2    .    dcp^  dy~ 
dx         dy  dx 

ai 

dcp^        dq)3  dy 
-  dx         dy  dx^ 

^{^,  y.  1) 

dx 

dF{x,y,l) 

y=yi 


y=yi 


dy 


ist,  vollständig  bestimmt,  wenn  {x^^ ,  2/1)  kein  Doppelpunkt  ist.    Ist  aber 

dx  0 

letzteres  der  Fall,   dann  wird  -^  die  Form  —  annehmen  und  man  hat 

dy  0 

dann  für  —  die  beiden  Werte  zu  setzen,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
dx 

sich  dem  Doppelpunkte  auf  dem  einen  oder  andern  Zuge,  d.  h.  in  der 
Richtung  der  Doppelpunktstangenten  nähert,  wodurch  für  die  beiden 
Richtungen  sich  zwei  verschiedene  Werte  von  |,  rj,  also  zwei  ver- 
schiedene Punkte  der  Kurve  f  =  0  ergeben. 
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von  Geraden  bestimmt  ist,  dem  in  der  Ebene  von  F=0  ein 
Büscliel  von  Kurven  (ji  —  2)*^^'  Ordnung  entspricht,  die  sich 
nur  in  einem  auf  F  =  0  gelegenen  Punkte  schneiden,  während 
die  anderen  Schnittpunkte  ausserhalb  F=0  fallen,  so  werden 
auch  die  Punkte  von  F==0  den  Punkten  von  f=0  eindeutig 
entsprechen  oder  die  Gleichungen  (3)  sind  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichung  (1)  rational  nach  den  x  auflösbar,  d.  h.  es 
folgt  aus  denselben 

VX^  =^2(?U  ^2}^)  (P) 

______  vx^  =  ^3(^1,  ^2,  y.^) 

*)  Der  Beweis  lässt  sich  etwa  so  führen:  Sei  F{x^  y,\)  =  0  die 
Gleichung  der  Kurve,  in  der  wir  x  und  y  bis  zur  n*®^  Potenz  auf- 
steigend annehmen  und  es  sei 

^  fpijx,  y,  1)  ^  q)r,{x,  y,  1)  ^ 

93(^,2/,!)'  qP3(^j2/>l)* 

Wir  nehmen  nun  einen  Wert  x^  derartig  beschaffen,  dass  die  Ge- 
rade X  =  x^  die  Kurve  F  =  0  in  n  von  einander  verscliiedenen  Punkten 
schneidet,  für  die  y  die  Werte  2/1 ,  2/2 ,  •  •  • ,  y^  besitzt ,  die  alle  von 
einander  verschieden  sind  und  Wurzeln  der  Gleichung  F{x^,  y,  1)  =  0 
sind.     Bilden  wir  nun 

[9^1(^1»  2/u  1)  —  19^3(^0  2/1.  1)]  [Ti(^i,  2/2,  1)  —  iqPsC^i.  2/2)  1)]  •••  X 

[9^1  (-^1 ,  2/„,  1)  —  1 9^3 ("^i  1  2/«>  1)]  =  ^1  (^1 1  ^) 
[9^2  (^1 »  2/1 »  1)  —  »?9'3 (^1 5  2/1 ,  1)]  [9^2  (^1  j  2/2 »  1)  —  n^3  (^1 ,  2/2  5  1)]  •  •  •  X 

[^2  (^1  )  2/ni   1)  —  ^  9^3  (^1  ?  Vni   1)]  =   ^2  K  ,  V\ 

so  sind  (r^  und  G.^  rationale  Funktionen  von  x^  und  ^  resp.  tj  ,  da  sie 
beide  symmetrische  Funktionen  von  yx-,  y^i  •  •  •  Vn  sind,  welche  durch 
die  Koeffizienten  von  y  in  der  Gleichung  F{x^,  y,  1)  =  0  ersetzt  werden 
können. 

Giebt  man  nun  dem  |  und  ry  solche  Werte,  dass  z.  B. 

9>i(^i7  2/;fc.  1)  ~  19^3 (^1»  Vk^  1)  ==  0 
9^2 (^1»  Vk^  1)  —  »?9'3(^i>  2/^1  1)  =  0 
ist,  d.  h.  dass  je  eine  Kurve  der  Büschel 

9^1  (^%  y,  1)  —  i  93(^1 2/.  1)  =  0 

9'2(^.  2/5  1)  —  '^9'3(^,2/,  1)  =  0 
durch   den  Punkt  mit  den  Koordinaten   {x^^  y^  geht,    so    wird    jede 

dieser  Kurven  F  =  0  noch  in  zwei  anderen  Punkten  schneiden,  die  aber 
nicht  auf  der  Geraden  x  ==  x^  liegen  werden,  d.  h.  die  Gleichungen 

G,  {x,,^)  =  0 
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Die  Kurve  /"(li ,  S2  7  ^s)  =  ^  kann  keinen  Doppelpunkt 
besitzen,  ohne  dass  F(x^,  x^,  x^  =  0  auch  noch  einen  Doppel- 
punkt hätte.  Denn  würde  f=0  einen  Doppelpunkt  haben, 
dann  könnte  man  die  Koordinaten  der  Punkte  derselben 
rational  durch  einen  Parameter  ausdrücken,  d.  h.  man  könnte 

^12  =  ^2(0 
^^3  =  ^3(0 

setzen,  dann  würde  aus  (5) 

vx^  ==  Ri(t) 

vx^  =  B^(t) 

folgen,  d.  h.  die  Koordinaten  der  Kurve  n*^''  Ordnung  würden 
auch  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  ausdrückbar 
sein  und  i^  =  0  müsste  ^n(n  —  3)  -\-  1  Doppelpunkte  be- 
sitzen.     [Vgl.  Anmerkung  S.  237.] 

11.  Hat  nun  f=0  keinen  Doppelpunkt,  dann  kann 
man  die  Koordinaten  der  Punkte  als  eindeutige  doppelt- 
periodische Funktion  dritter  Ordnung  darstellen  und  man  kann 


haben  für  die  betrachteten  Werte  ^  und  rj  nur  die  eine  Wurzel  x^  ge- 
meinschaftlich, die  auch  der  Gleichung  F{x^,y,  1)  =  0  genügt.  Daher 
kann  man 

setzen,  wo  B  eine  rationale  Funktion  von  ^,  rj  und  den  Koeffizienten  von 
(tj  ,  6^2 ,  also  auch  den  Koeffizienten  von  qp^ ,  qp^ ,  qpg  und  F  ist.  Ebenso 
folgt  aber 

2/1  =  ^1(^5  n) 

und  da  diese  Gleichungen  für  alle  Werte  {x^  ,  y^)  gelten,  für  die 
F(^,  2/,  1)  =  0  befriedigt  wird,  bis  auf  die  speziellen,  für  welche 
mehrere  Wurzeln  y  (oder  x)  von  F{x^  y,  1)  =  0  einander  gleich  werden, 
dieses  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werten  ausschliesst,  so  gilt 
allgemein 

und  wenn  man  die  beiden  rationalen  Funktionen  auf  gleiche  Nenner 
bringt,  so  kann  man 

setzen,  was  die  Gleichung  (2)  giebt. 
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2v  ^^  Ttl 


u 

ö  ^3  ==  @i  (ii  —  y,)&,  {u  —  y^)  ©1  {u  —  73)  =  9)3  (u) 

setzen,  wobei 

2y.  =  0 

2Jßj^  =  ^'  Sl  —  ^Sl' 
(vgl.  Anmerkung  S.  247)  angenommen  werden  kann,  so  dass 

yi(^)       _?2_W_       ^3  (^) 

doppeltperiodische  Funktionen  dritter  Ordnung  sind,  die  nur 
für  u  =  0  unendlich  von  der  dritten  Ordnung  werden.  Dann 
liefern  die  Gleichungen  (5) 

^•^1     ■  ^1  \[-0^ (^,^)]3  j  j-0^ (^)j3 ,  [-0^ (^)j3;  —  ^iW 

^^2  ^1  [^0^  (^)J3  ;    [-0^  (,,)j3  ,    ^0^  (^)p  j  -    'i'a  W 

wo  ^r(if)  eindeutige  doppeltperiodische  Funktionen  sind,  die 
nur  für  u  =  0  unendlich  werden.    Ihre  Ordnung  kann,  wenn 
man   gemeinschaftlich  in   allen    drei  auftretende  Faktoren  in 
V  eingehen  lässt,  n  nicht  übersteigen. 
Denn  es  ist  für  alle  Werte  von  u 

also  sind  für  jedes  u  die  Werte  vxi  =  Wi(ti)  Koordinaten 
eines  bestimmten  Punktes  von  F=0,  und  umgekehrt  ent- 
spricht jedem  Punkte  von  F  =  0  ein  ganz  bestimmter  Wert 
von  tt,  denn  zufolge  (3)  entspricht  diesem  Punkte  ein  be- 
stimmter Punkt  von  /=  0  und  diesem,  wie  wir  wissen,  ein 
bestimmter  Wert  von  it.     (Vgl.  S.  252.  Note  1.) 

Würde  nun  ^i{u)  eine  doppeltperiodische  Funktion 
^^'ter  Ordnung  sein,  so  müsste  sie  auch  für  n  Werte  u^^  u^.-.Un' 
verschwinden,    d.   h.    die   Gerade    x^^  ==  0    würde    die    Kurve 
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_Z^  =  0  in  n  Punkten  schneiden  und  da  F  von  n^^^  Ordnung 
ist,  so  muss  n  ^n  sein. 

Nun  können  aber  nicht  alle  drei  Funktionen  Wiiii)  von 
niedrigerer  als  der  n^^  Ordnung  sein,  denn  dann  würde  jede 
Gerade,  deren  Gleichung 

ist,  die  Kurve  in  weniger  als  n  Punkten  treffen,  also  könnte 
die  Kurve  nicht  von  n^^^  Ordnung  sein. 
Man  kann  daher 

u 

QX^  =  A-^ @i {u — «i) ©1  {u  —  a^... @^ (ti — an) e    ^^     =  ^i W 

setzen,    wenn  man  den  bei  allen  drei  Funktionen   ^{u)  auf- 
tretenden  Nenner   [@i(«^)]'*  in   q   aufgehen   lässt.     Hiebei  ist 


1 

"  vSl\ 

n 
1 

-  ^Sl\ 

n 

1 

-ylß'. 

Es  sind  dann 

^,(u)             ^,(u) 

^,iu) 

(6  a) 


(ßb) 

[01  wf    [01  wr    [01  (^)]" 

die  doppeltperiodischen  Funktionen  n^^^  Ordnung,  von  denen 
wir  eben  sprachen. 

Einem  Doppelpunkte  von  F  =  0  entsprechen,  wie  wir 
sahen,  zwei  Punkte  von  f=0,  also  auch  zwei  verschiedene 
Werte  von  Uj  wir  wollen  diese  Werte  mit 

bezeichnen.  Da  nun  für  einen  Doppelpunkt  die  Koordinaten- 
verhältnisse dieselben  sein  müssen,  so  müssen  die  Relationen 
statthaben 
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0^{ai)  =  ö0,(ft)         i  =  1,  2,  3  .  . .  ^n{n  —  3). 

Durcli  die  ^n(n  —  3)  Doppelpunkte  ist  nun  gerade  e!nc 
Kurve  der  (n  ~  Sy^""  Ordnung  bestimmt,  deren  Gleichung 

sei.  Diese  schneidet  die  F==0  ausser  in  den  Doppelpunkten 
nicht  mehr,  daher  wird  die  doppeltperiodische  Funktion 
n(n  —  3)*®^'  Ordnung 

^  U^iNf'    [©iWf    [0:W]V' 

die  nur  für  u  =  0  von  der  n(n — 3)*^''  Ordnung  unendlich  wird, 
für  die  n(n  —  3)  Werte 

u  =  ai,  ßi,     ^■  ==  1,  2  .  .  .  ^n(n  —  3), 

verschwinden,  oder  es  ist 

nr   \         .0i(««-«i)0i(**-^i)0i(«*-«^2)0i(w-|52)...0i(M-o;^)(9i(ii-^^)   ^^^ 
C,{u)=A [&^(u)]nin-3) e    S2       (7) 

die  doppeltperiodische  Funktion  n(n  —  3)*^"^  Ordnung,  und 
daher  muss 

d  d 

^iai+^ßi  =  cSl  —  cSl\     d  =  in(n-3)^      (8) 
1  1 

sein  (c,  c   ganze  Zahlen). 

12.   Es  sei 

l\^l)    -^2?    '^3/  """^  ^ 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Kurve  m*^"*  Ordnung,  welche 
durch  7c'  Doppelpunkte  der  Kurve  F  =  0  geht,  denen  die 
Argumente 

«iftj    «2/^27  •  •  •  f^Tt'ßn' 

angehören,  während  sie  durch  die  7t  =  ^n(n  —  3)  —  7t' 
Doppelpunkte  mit  den  Argumenten 
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nicht  hindurchgeht.     Dann  ist 

eine  cloppeltperiodische  Funktion  der  ?/?w*^^  Ordnung,  die  nur 
für  u  ==  0  unendlich  wird,  und  für  mn  Werte  u  ver- 
schwinden muss.     Da  aber  die  Werte 

u  =  ai,  ßi 

i  =  \j  2  .  .  .7t'  Punkten  von  F  =0  angehören,  die  auch  auf 
f=0  liegen,  so  wird  f^{tt)  für  diese  27t'  Werte  verschwin- 
den,   also  nur  noch  für 

]c  =  mn  —  27t' 

andere  Werte  von  u  null  sein,  die  mit 

bezeichnet  sein  sollen. 
Dann  wird 

7t' 

©1  {u  —  u^)  01  {u  —  u^)  ...  @^{u  —  u^  Yl  9,  {u  —  a  .)0i  {u  —  p.) 

^>  C")  =  ^ W^iT^  ' 

sein  und 

k  n' 

^Ui  +^(ai  +  ßi)  =  {iSl  —  ^Sl', 
1  1 

Da  für 

II  =  a^t'-^-h  wnd  u  =  ßn'+h,  (h  =  Ij  2  .  .  .  it) 
die   Koordinaten    x^\x^:  %    dieselben   Werte    annehmen ,    so 
muss  auch 

/;  («,'+,)  =  f,  iPn'+i?) ,     7^  =  1 ,  2  .  .  .  ;r , 
sein.     Nun  ist 


2 1«  7)  '^ ' 


/;  («tt'+ä)  =  ^ 


[e>iK'+,)]' 


e 


2,-^ni 


/^,(/3.'+,)  =  ^  -^ 


/^Tl'  +  A         . 


\-®^(ßn'+,)] 


mn 


e 
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und  dalier  muss 

k 


7t 


2  ^< ! p^ L_  TT  ./ 


:'+/.)J  /^  (A) 

1 

/^=  1,  2...jt 
und 

^f  1  +  ^2  "f"  %  *  *  '  4"  '^^^-  ^^ 

Tt 

1 
sein.     Aus 

h  Jt' 

l  1 

und  (8) 

7t'  71 

1  1 

folgt  nämlicli 

k  7t 

^Ui  =2(a^'+;,  +  ß^'^j,)  +  (^'  —  c)Sl  —  (*i  —  c)Sl\ 
1  1 

Es  sind  also  zwischen  den  Jc  =  mn  —  27t  Argumenten 
Ui  der  Schnittpunkte  der  Kurve  m^^""  Ordnung  mit  der  Kurve 
n^^""  Ordnung  7C-{-l  Relationen  (A)  vorhanden,  die  höchstens 
7t-\-l  der  Argumente  hestimmen,  wenn  die  übrigen 

li,  —  7t  —  1  ==  mn  —  27t  —  7t  —  1 
gegeben  sind.     Ist  nun  w  >  w  —  3,  so  gehen  durch 

mn  —  27t  —  7t  —  1 
beliebig   zu   wählenden  Punkte   auf  F  ==  0   und   7t'  Doppel- 
punkte noch  Kurven  m*^"^  Ordnung,  von  denen 

BoBEK,  eil.  Funktionen.  1° 
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v=^m(m-]-S)  —  [mit  —  tc' — 7t — l]=^{m—n-\-l)(m—n-{-2) 
Punkte  beliebig  in  der  Ebene  angenommen  werden  können, 
und  welche  die  i^  =  0  nocb  in 

mn  —  [mn  —  2jt'  —  tc  —  1]  —  2jt'  =  it  -{-  1 
Punkten  schneiden.  Zwischen  den  Argumenten  dieser  Punkte 
müssen  aber  die  tc  -|-  1  Gleichungen  (A)  bestehen,  in  denen 
die  Iv  —  7t  —  1  übrigen  Argumente  der  Schnittpunkte  für 
alle  Kurven  m*®^  Ordnung  fest  sind,  und  welche  daher  die 
7t -\- 1  Argumente  auch  im  Allgemeinen  bestimmen,  d.  h.: 
Legt  man  durch  7t  DoppelpunMe  und  mn  —  27t'  —  7t  —  1 
feste  PunJcte  der  Kurve  n*®""  Ordnung  mit  \n(n  —  3)  Doppel- 
punkten \_7t  -{-  7t  ^==  ^n(n  —  3)]  beliebige  Kurven  m~>n  —  3*®"^ 
Ordnung,  so  schneiden  alle  die  Kurve  n^^^  Ordnung  noch  in 
7t  -\-  1  festen  Punkten. 

Gehen  die  Kurven  m*®^  Ordnung  durch  alle  Doppelpunkte, 
ist  also  7t  =  0j  in  welchem  Falle  sie  dann  ,adjungirte"  Kurven 
heissen,  so  schneiden  alle  adjungirten  Kurven  m^^^  Ordnung, 
welche  durch  mn  —  n(n  —  3)  —  1  feste  Punkte  und  die  d 
Doppelpunkte  gehen,  die  Kurve  oi^^^  Ordnung  noch  in  einem 
festen  Punkte. 

Für  die  weitere  Behandlung  dieser  Kurven  vergleiche 
man:  „Clebsch,  lieber  diejenigen  Kurven,  deren  Koordinaten 
sich  als  elliptische  Funktionen  eines  Parameters  darstellen 
lassen".     Crelle'sches  Journal  Bd.  64  S.  210. 


Druckfehlerverzeichnis. 


Seite   3  Zeile  6  v.  o.  lies  zur  statt  mit  der. 
„     29      „      2  V.  11.     ,,    —  statt 


z  —  b 


{z-hy 


1_  . 


n 


40      „      9  V.  0.     „ 7  statt 

45      „11  V.  0.     „    n  statt  m. 

57      „      1  V.  u.     „    der  -O-g  -  Funktion  statt  der  einzelnen  -O'-Funk- 

tionen. 
69      „      4  V.  0.  ist  in  dem  3.  und  4.  Integral  die  obere  Grenze  ß'. 
71      ,,    16  V.  0.  lies  so  muss  statt  so  ist. 

73  „  3  7.  0.  „  (p {u^)  =  B^0  statt   cp  {u^  =  J. ^  0. 

87  „  3  V.  u.  „  von  rp  statt  für  qp. 

91  ,,  3  Y.  0.  ,,  af^-\-  a^x,  a^,  a^,  .  . .  statt  a^-\-  a-^^x,  a^a.^  .  . . 

92  „  23  V.  0.  „  ^  t  1  statt  i  =  1. 
100  „  13  V.  0.  „  Seite     „     Reihe. 

„  113  „     12  V.  u.     ,,     linke     „     rechte.- 

„     „  n     ü  ^-  ^'     i>     rechts   „     links. 

„  134  „     15  V.  u.     „     s{v  —  iu)  =  P — iQ  statt  s(v  —  iu)=P — j.Q^. 

,,  135  ist  in  der  Figur  26  a  auch  die  Gerade  0,  cö,  2  a)  dick  zu  denken. 

„  140  Zeile  15  v.  o.  lies  Z{u  —  cc.)  statt  Z(u)  —  a^). 

„  160     ,,      15  V.  0.     „     r  statt   r 

(fo  (fo 

„  173      „       19  V.  0.     „     sind,  statt  ,  sich. 

,,  174  und  175  soll  in  den  Figuren  49  und  50  die  Kurve  B  von  dem 

Verzweigungsschnitte  1—  aus  punktirt  sein,  wie  in 
Fig.  51  S.  178. 
„  203  Zeile  3  v.  o.  lies  rationale  ganze  Funktion  statt  rationale  Fkt. 


'V-l 


„  217      „       7  V.  u. 

„  229      „       2  V.  0.     „  (37)  statt  (34) 


■-    0 


[2^ 


statt     >^  -;— r  "^(K) 


242      „       7  V.  o.     „    p^   ^^""^^  ßy- 
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